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修订 版 序 
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和 人 错误， 已 请 读者 批评 指正. 
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第 一 版 序 


微分 方程 中 的 变 分 方法 是 把 微分 方程 边 值 问题 化 为 变 分 问题 
以 证 明 解 的 存在 ， 解 的 个 数 及 求 近似 解 的 方法 . 

微 积分 的 创立 是 17 世纪 数学 最 伟大 的 成 就 ，17 世纪 后 期 , 数 
学 家 们 (他 们 也 都 是 物理 学 家 ) 在 探讨 用 微 积 分 解决 更 多 的 物理 问 
题 中 发 现 了 一 些 新 的 数学 问题 , 如 微分 方程 问题 , 变 分 问题 等 , 历 
史上 第 一 个 变 分 问题 是 由 Newton 提出 并 解决 的 ， 他 在 巨著 《 自 
然 哲学 的 数学 原理 (1687 年 ) 中 研究 了 在 轴 向 以 常 速度 运动 而 
使 运动 阻力 最 小 的 旋转 曲面 必须 具有 的 形状 . “Johann Bernoulli 
1696 年 在 《教师 学 报 》 上 提出 了 著名 的 最 速 降 线 问 题 ， 引 起 了 许 
多 数学 家 的 兴趣 ; Newton. Leibniz, Johann Bernoulli 及 他 的 
哥哥 James Bernoulli 得 到 了 正确 的 解答 ( 旋 轮 线 ). 因此 ， Johann 
Bernoulli 常 被 认为 是 变 分 法 的 发 明 省 . 到 了 18 世纪 ， Euler, 
Lagrange 等 人 的 工作 ， 逐 渐 形 成 了 一 个 解决 数学 物理 问题 的 数学 
分 支 一 一 变 分 法 . 

占 典 变 分 法 的 基本 内 容 基 确定 泛 函 的 极 值 及 极 值 点 ， 在 一 定 
条 件 下 ， 确 定 泛 函 的 极 值 点 与 确定 微分 方程 边 值 问题 的 解 这 两 个 
问题 可 以 互相 转化 ， 也 就 是 说 ， 微 分 方程 边 值 问题 常常 可 以 化 为 
变 分 问题 来 研究 .因此 ， 变 分 方法 就 成 为 研究 微分 方程 边 值 问题 
的 一 种 基本 方法 . 

20 世纪 50 年 伐 以 后 ， 册 于 电子 计算 机 的 发 展 ， 基 于 变 分 方 
法 发 展 起 来 的 有 限 元 素 法 ， 在 物理 、 力 学 及 工程 技术 中 得 到 了 广 
谤 的 应 用 ， 已 经 成 为 计算 数学 的 一 个 重要 分 支 学 科 . 

近 20 多 年 来 ， 近 代 变 分 方法 (又 称 为 大 范围 变 分 法 ) 得 到 了 
重大 的 发 展 ， 并 在 解决 拟 线性 椭圆 方程 边 值 问 题 中 取得 了 许多 有 
重要 意义 的 新 结果 . 

本 书 内 容 包括 两 个 部 分 . 


-Ë 


上 篇 讲述 古典 变 分 法 的 基本 理论 及 解 线性 微分 方程 边 值 问题 
的 重要 变 分 方法 ， 包 括 里 斯 法 ， 伽 辽 金 法 以 及 有 限 元 素 法 .为 了 
更 广泛 的 读者 阅读 使 用 ， 只 假定 读者 具有 数学 分 析 与 线性 代数 的 
基本 知识 .本 书 要 用 到 的 泛 函 分 析 方 面 的 准备 知识 在 第 二 章 作 了 
介绍 . 

下 篇 介绍 近代 变 分 法 (主要 讲 临界 点 理论 中 的 极 小 极 大 原理 
及 集中 紧 性 原理 ) 及 其 在 拟 线性 枯 阅 边 值 问题 解 的 存在 理论 中 的 
应 用 . 由 于 这 一 部 分 是 近 20 多 年 的 最 新 研究 成 果 ， 不 仅 用 到 线性 
与 非 线 性 泛 函 分 析 ， 偏 微分 方程 及 拓扑 学 等 学 科 的 知识 ， 而 且 还 
用 到 最 近 发 表 的 论文 中 的 一 些 结果 .因此 在 这 一 部 分 先 用 两 章 介 
绍 有 关 索 波 列 夫 空 间 与 非 线 性 泛 西 分析 方面 的 基本 知识 ， 并 在 附 
录 1 中 列 出 书 中 要 用 到 的 一 般 测度 与 积分 的 知识 ， 在 附录 2 中 给 
出 C(0) 及 LO 中 列 紧 性 定理 的 证 明 ， 附 录 3 及 附录 4 分 别 介 
绍 有 关 Banach 空间 中 有 界 集 的 弱 紧 性 及 度量 空间 的 仿 紧 性 .为 
了 使 这 些 准备 知识 不 占 太 长 的 篇 幅 ， 其 中 一 些 定理 和 结果 略 去 了 
证 明 而 只 指出 其 参考 文献， 

上 篇 可 以 作为 数学 系 本 科 生 高 年 级 选修 课 或 理工 科研 究 生 课 
的 教材 ， 也 可 供 理工 科教 师 及 科学 工作 者 使 用 和 参考 .全 书 可 以 
作为 数学 系 有 关 专 业 研 究 生 课 教 材 ， 也 可 供 数学 工作 者 参考 . 

本 书 是 根据 作者 1975 至 1992 年 在 四 川 大 学 数学 系 开设 选修 
课 及 研究 生 课 所 编写 的 讲义 和 讲稿 经 过 较 大 修改 和 补充 写成 的 . 
大 部 分 内 容 曾 在 “第 四 届 全 国 数学 物理 方法 研讨 会 ” (1990 年 7 
A) 上 作 过 报告 . 由 于 本 书 是 在 大 量 文献 资料 中 选编 而 成 的 ， 没 有 
现成 的 书 可 资 异 鉴 ， 一 些 证 明 又 是 作者 给 出 的 ， 因 此 疏漏 和 错误 
在 所 难免 ， 真诚 地 欢迎 读者 批评 指正 . 
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上 篇 古典 变 分 理论 
与 线性 微分 方程 边 值 问题 


第 一 章 ” 变 分 问题 与 微分 方程 边 值 问题 


本 章 介 绍 什 么 是 变 分 问题 ， 并 证 明 在 一 定 条 件 下 ， 微 分 方程 
边 值 问 题 与 相应 的 变 分 问题 是 等 价 的 . 


11 变 分 问题 


引起 变 分 法 这 一 分 支 学 科 产 生 的 第 一 个 著名 变 分 问题 是 最 速 
降 线 问 题 , 这 个 问题 是 约翰 . 伯 努 利 (Johann Bernoulli) 1696 年 在 
教师 学 报 》 上 向 当时 的 数学 家 公开 提出 的 . 最速 降 线 问题 是 : 
设 O 与 4 是 高 度 不 同 且 不 在 同一 铅 垂 线 上 的 两 定点 ， 如 果 没 有 
摩擦 和 空气 阻力 ,一 质点 在 重力 作用 下 从 O 点 沿 一 此 线 降落 至 4 

点 ， 问 曲线 呈 何 种 形状 时 ， 质 点 降 蒂 的 时 间 最 短 ? 

设 经 过 O 与 4 的 销 垂 平面 为 XOY,OX 为 水 平 轴 ， OY $ 
HEF, 4 点 的 坐标 为 (a,b), B b > 0. 质点 从 O 开始 运动 ， 
EHER v 与 它 的 纵 坐 标 有 关系 : 


u? = 2gy, (1.1.1) 
其 中 9 是 重力 加 速度 . 


设 质点 降落 昌 线 的 方程 为 Y = y(z), 则 由 (1.1.1) 有 


ds 
dt =u= 29y, 


由 此 得 


_ ds _ /1l+y2 
t= 29 Tagy dz. 
对 此 式 积分 ， 得 出 质点 沿 曲 线 y = yl) H O 降落 至 A 所 需 的 时 
间 为 
Mt) = F 
t=) = Í TD dz. (1.1.2) 


这 就 说 明 , 质点 由 O 降落 至 4 所 需 的 时 间 t 是 函数 y(z) 的 函数 ， 
称 t EER Wz) 的 涝 叮 ， 最 速 降 线 问题 就 是 在 满足 边界 条 件 


y0)=0, yo)=6 (1.1.3) 


的 所 有 连续 函数 y(z) PRH TAREA (1.1.2) 取 最 小 值 . 
对 泛 函 求 极 值 的 问题 称 为 变 分 问题 , 使 泛 函 取 极 值 的 函数 称 
为 变 分 问题 的 解 , 也 称 为 REAR 或 极 值 点 . 专门 研究 变 分 问题 


的 学 科 称 为 变 分 法 . 
为 了 求 出 最 速 降 线 问 题 的 解 ， 将 (1.1.2) 中 的 被 积 函数 记 为 
RETE 
F(y,y/) = T (1.1.4) 
设 y(z) 是 最 速 降 线 问题 的 解 ， 即 (z) 满足 边界 条 件 (1.1.3) 且 使 
ie(o) = Ply ds = min. (1.1.5) 
0 

对 于 满足 边界 条 件 

p(0) = pla) =0 (1.1.6) 


的 任意 连续 函 教 p(x) 及 任意 实数 e, 函数 
ylz) + ep(z) 
均 满 足 边界 条 件 (1.1.3). AIE, 2A 


t(y(z) + ep(2)) 


u £ = 0 时 取 最 小 值 t(uy(z)), 从 而 有 
Z ilula) + eplz))lez0 = 0. (1.7) 
H (1.1.5) 及 分 部 积分 得 出 


d d f° 
“ _ 7 i 
Lilya) teol) = 2: Flytepy + egde 
= f [Fly + Ep, y tep jot Fy (u + ep y + ep jo dz 
ü 


= f [rw +ep, y + ee!) — £F, (u + ep y+ co pdz. 
将 此 式 代 入 (1.1.7) 得 出 
G d ; 
/ [me v) 一 ge (yy )| pdz = 0. 
BETIERE ( 见 下 节 ), 由 上 式 得 出 
d 
Fy(u,z) - Fy ty’) = 0. (1.1.8) 


从 变 分 问题 出 发 导出 的 微分 方程 称 为 该 变 分 问题 的 欧 拉 方程 . N 
此 ， 常 微分 方程 (1.1.8) 是 变 分 问题 (1.1.5) 的 欧 拉 方 程 ， 
由 (1.1.8) 可 得 


= [Ely y) y Fyny) 


d 
= Faly y yu + Fyny y" -Py y) V EvU, y) 


= 0. 
因此 有 
下 (92 YFy(y,Yy) = c= 常数 . (1.1.9) 
对 于 最 速 降 线 问题 ， 将 (1.1.4) 代入 上 式 得 出 
1 
vgl +y) 


由 此 得 


yll +y’) = Ia ~ 2r. (1.1.10) 
引进 变数 代 换 z+ = z(0), 并 设 
y = cot 2, (1.1.11) 


则 由 (1.1.10) 有 


y = 2r sin? £ = r(1 — cos 0). 


此 式 对 O 微分 得 出 


以 (1.1.11) 代入 上 式 得 


由 此 得 出 


0 
= = 2r sin? 了 一 r(1 一 cos 0). 


积分 此 式 ， 我 们 得 出 微分 方程 (1.1.10) 的 通 解 的 参数 表示 
z = r(0 — sin 0) + zo, 
y = r(1 — cos 0), 


其 中 > 与 zo 为 任意 实数 . 根据 边界 条 件 (1.1.3), 即 由 曲线 经 过 坐 
标 原 点 O 得 出 zo = 0, 再 由 曲线 通过 点 A(a,b) 可 以 确定 7 的 值 . 
因此 ， 最 速 降 线 是 旋 轮 线 的 一 段 ， 它 是 以 7 为 半径 的 圆周 : 


z?’ + (y -rf =r? (1.1.12) 


W X at, MAER (0,0) 运动 的 轨迹 . 

弹性 体 的 平衡 问题 是 一 类 重要 的 变 分 问题 . 

弹性 体 受 外 力作 用 发 生变 形 ， 变 形 中 克服 内 力 (弹性 体 各 质 
点 间 的 约束 内 力 ) 所 做 的 功 ， 作 为 能 量 贮存 在 弹性 体内 部 , 称 为 弹 
. 4. 


性 势能 或 变形 能 .在 除去 外 力 而 弹性 体 恢 复原 来 的 形状 时 ， 变 形 
能 就 采取 对 外 界 做 功 的 方式 表现 出 来 ， 弹 性 力学 中 的 最 小 势能 原 
理 指 出 ， 弹 性 体 在 外 力作 用 下 ， 在 适合 已 知 条 件 的 一 切 位 移 中 ， 
使 弹性 体 处 于 平衡 状态 的 位 移 使 总 势能 


E = 变形 能 ~ 外 力 所 做 的 功 


为 最 小 . 

例如 ， 我 们 研究 平面 上 边界 固定 的 均匀 薄膜 (不 计 自重 ) 受 外 
力作 用 后 的 平衡 位 移 ， 实 验证 明 , 弹性 薄膜 的 变形 能 与 薄膜 的 面 
积 的 增加 成 正比 ， 这 个 比例 常数 叫做 莹 膜 的 张力 ， 设 薄膜 所 在 平 
HKH N, 边界 为 IN. 在 外 力作 用 下 ， 薄膜 在 点 (e,v) € Q 处 的 
垂直 位 移 以 ulz,y) 表示 ，、 则 薄膜 的 变形 能 为 


T U/ y1 +u + uydrdy 一 ei) ; (1.1.13) 
0 


其 中 了 为 薄膜 的 张力 ， |Q) AKRAN 的 面积 .因为 弹性 变形 为 小 
变形 ， 当 62 42 充分 小 时 ， 利 用 近似 公式 

vVITes l+, 
变形 能 {1.1.13) 可 以 改写 成 


z// (u? + už }dedy, (1.1.14) 
n 
再 设 薄膜 在 单位 面积 上 所 受 的 力 为 Fe yh 则 此 外 力 所 做 的 功 为 
f f f(z. yyal{z, y)dzdy. 
Q 


于 是 薄膜 的 总 势能 为 
E(u) = z// (+)ardy- ff fudzdy, (1.1.15) 
Q n 
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它 是 函数 uy) 的 泛 函 . 由 于 薄膜 的 边界 是 轩 定 的 ， 所 以 有 边界 
条 件 
u=0, # ƏQ k. (1.1.16) 

最 小 势能 原理 说 明 ， 薄 膜 受 外 力 f(z,y) 作用 后 ， 在 满足 边界 条 件 
(1.1.16) 的 函数 类 中 , 使 总 势能 (1.1.15) 取 最 小 值 的 位 移 u(z,u) 就 
是 薄膜 达到 平衡 位 置 时 的 位 移 ， 

这 样 一 来 , 弹性 薄膜 平衡 问题 的 位 移 就 是 在 边界 条 件 (1.1.16) 
下 ， 变 分 问题 


E(u) = aff (u2 + už )dzdy 一 JJ fudrdy = min (1.1.17) 


的 解 . 仿照 最 速 降 线 问题 (或 参阅 定理 1.3.1 前 证 明 ) 得 出 这 个 变 


分 问题 的 欧 拉 方程 是 Poisson 方程 
_ Pu u f 
-Au= -中 -天 = 天 在 9 中 (1.1.18) 


这 就 说 明 , 在 边界 条 件 {1.1.16) F, 变 分 问题 (1.1.17) 的 解 是 Pois- 
son 方程 【1.1.18) 的 解 . 

我 们 将 在 1.3 节 中 证 明 ， 在 满足 边界 条 件 (1.1.16) 的 一 个 画 
数 类 中 ， Poisson 方程 (1.1.18) 的 解 也 是 变 分 问题 (1.1.17) WRR. 
也 就 是 说 ,在 一 定 意义 下 ， 边 值 问 题 (1.1.18), (1.1.16) 与 变 分 问题 
(1.1.17),(1.1.16) 是 等 价 的 . 


12 定义 与 记号 


今后 将 不 加 声明 地 使 用 下 列 的 记号 和 定义 . 

以 {ww ，… ,Ws} 表示 s 个 元 素 ui, u, 的 集合 ， 而 以 {us} 
表示 由 可 数 个 元 素 uur o 组 成 的 序列 ， 符 号 2 表示 空 集 ， 以 
{z|P} 表示 具有 性 质 P 的 所 有 元 素 z 的 集合 . 两 个 集合 4 5 B 
的 差 

A-B = (z|z € A,z ¢ B} 
. 6. 


HA ABER. 

以 R” 表示 所 有 n 维 点 z = (z1,… ,zn) 的 集合 ， 叫 做 n HE 
向 量 空 间 ， |z| = (z+... + z2)2 为 点 z 的 范 数 (长 度 ), -y= 
Tay +-+ mapa 为 两 点 z 与 y 的 内 积 PF = R. 

R" 中 的 一 个 连通 开 集 On] g£ R" 中 的 一 个 区 域 , 82 表示 8 的 
边界 ， 员 = 有 +80 3 NAER 中 的 闭 色 ， A 表示 A 的 体 
积 . 如 果 D 也 是 一 个 区 域 , HB D E O W yE ARATE), 则 
记 为 Dccn. | 

Br(y) = (z € R"|lz — y| < r) 表示 中 心 在 yy ,半径 为 > 的 开 
球 . 

2 

对 函数 u(t) = u(t, nh 记 Diu = =, ij = amam 
Du = Vu = (Dyu, Dau) A u 的 梯度 ， Du .Du = D,uDis + 
+ DauDny, |Du| = (Diu)? +... + Dnu), Au= Dnu- 
Danu, A 称 为 (n 维 )Laplace 算 子 . 

非 负 整数 组 a = (ai, ,an) 叫做 重 指标 ， 并 记 lal = aa + 
“二 Qn; O! = alal anl, z = PF De 一 了 


jal 
玫 示 一 个 al 阶 的 微分 算 子 ， Deu = 6， 
Ti "Oana" 
对 定义 在 区 域 Q 内 的 函数 ， 集 合 


suppu = {z € Nju(x) Z 0) 


的 闭 包 ， 称 为 u 的 ER. 如 果 suppu cco, WE u # 0 HER 
支 集 . 

符号 Ya 表示 ， 对 一 切 ai; 而 ylal < 表示 ， 对 满足 |a| < m 
的 一 切 a. 

i m 为 非 负 整数 ,我 们 常用 到 下 面 一 些 由 连续 函数 组 成 的 案 
合 ( 也 叫做 函数 空间 }. 


Cm (0) = {uD ENRE, Yal < m}. 


Ceef9) = A Cm(Q) = {u Deu 在 Q 内 连续 ， Vo). 


OF (9) = {u € Cm(n)lw 在 9 PARER) 
CZ (N) = {u € C (Nju £ Ñ FARER). 
CD) = (u|D%u 在 全 上 和 连续， Ylal < m). 
以 后 如 果 没 有 特别 说 明 ， 都 假定 N ÆR 中 的 有 界 区 域 ， 并 
简 记 cn) = C%? (0), Co(0) = ca), cÈ) = h). 
C = C(#,.… ,*) 表示 只 依赖 于 出 现在 括号 中 的 量 的 常数 ， 相 
同 的 C 可 以 瑚 示 依 赖 于 同一 组 变量 的 不 同 常数 


1.3 Poisson 方程 边 值 问 题 与 变 分 问题 
本 节 证 明 一 般 的 Poisson 方程 Dirichlet 问题 
—Au=/(z) # Q rR, (1.3.1) 


u=g É 83N L, {1.3.2} 


等 价 于 一 个 变 分 问题 ， 为 此 ， 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
EAEE WPA ucan) 满足 


f ulz)ó(z)dr =0, Y$ € CP(N), (1.3.3) 


则 在 PF w = 0. 

证 用 反 证 法 ， DUE zo € 2 使 ulzo) Z 0, THRE 
u(zo) > 0, 由 函数 wz) 的 连续 性 ， 存 在 zo 的 邻 域 B, (zo) C Q, 使 
得 w(x) > 0, Vz € B, (zo). 


对 于 函数 
le- zol? 
é(z) = | > { |z — zo|? — £? ) : He € B,(zo), 
0, 当 z € QNB, (zo), 
容易 验证 


elz) e CPN olz) > 0, Yr e B,(zo). 


于 是 有 
f u(z)é(=)dz = f u(z)é(z)dz > 0. 
n B. (zo) 


此 式 与 假设 满足 条 件 (1.3.3) FE. 证 毕 . 
采用 记号 


B? = {v e CHQ) (CH) v = g Æ 89 L), 
B$ = {v E€ C2(Q)[ CN) = 0 # 80 上 }, 
IG) = f Glpvp — fo)dz. (1.3.4) 


下 面 的 定理 说 明 ， 求 边 值 问题 (1.3.1),(1.3.2) 在 Bú 中 的 解 等 价 于 
在 B? 中 求 泛 函 (1.3.4) 的 极 值 函数 ， 

定理 1.3.1 设 介 具有 Cl 边界 BQ, u € B?. WA, u 是 
Poisson 方程 (1.3.1) 的 解 的 充 要 条 件 是 ， u 是 变 分 问题 


I(u) = min Tu) (1.3.5) 


的 解 . 
证 先 证 明 条 件 是 必要 的 . 设 u € B? Poison 方程 (1.3.1) 
HR. EKRAR (Euler 定理 ) 


[Pras 二 +Dnwn)}dz = f. [w cos(u,z1)+- -+wn cos(u,z,)]ds 
(1.3.6) 
{其 中 v 为 外 法 向 单位 向 量 } 中 取 


(wi Wn) = (Diu ooD =əDu, + € B2. 
得 出 格林 (Green) 公式 


f = Asan + f De. Duaz = f vê” ds. (1.3.7) 
n n ən Ov 


由 于 -Aus f, 由 上 式 得 出 ， 
f (Du: Dv — fvjdr =0, Yve Be. (1.3.8) 
a : 

对 任意 ve B, G u— u= e, o = =+ e, e € B? i (13.4) 及 


{1.3.8) 有 
Iv) = Iu + 9) 


_1 ads 
= 3 | ipu+ Dl d [tetos 


(1.3.9) 
= I(u) + f (pu pe- fe)dz + z J peta 


=I)+š f |Delds > I(u). 


此 式 表 明 u 是 变 分 问题 (1.3.5) 的 解 ， 

再 证 明 条 件 是 充分 的 . W u E B? 是 变 分 问题 (1.3.5) 的 解 . 
ERAK $ E Cra), TFENTENXNS3K te R 8 u +te € B2. 由 
(1.3.5) 知道 

I(u) = min F(u +t). 


因此 有 
Ilu + tó)|,—o = 9. (1.3.10) 


由 了 的 定义 {1.3.4) 有 


I(u + té) = f E +¿tDë|2dz — f(u + s)| dz 


o g 
= Ilu) +t [o . Dó — fó)dz + 了 人 |Dé|24z. 
将 此 式 代入 (1.3.10) 得 出 


fo ' Du — fé)de = 0. (1.3.11) 
Eti 
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在 格林 公式 (1.3.7) 中 使 v= E CYO) 得 出 
fs A ude + f D ' Duda = 0. (1.3.12) 
出 (1.3.12) 减 去 (1.3.11) 得 
f (Au + f)dz = 0. 


H T ó € OP?( 人 0) 是 任意 的 , 对 上 式 利 上 用 变 分 法 基本 引 理 知道 Aut 
f = 0, Bf u 满足 Poisson 方程 (1.3.1). 证 完 . 

上 面 的 定理 说 明 , 在 申 数 类 B? h, s Poisson 方程 (1.3.1) 的 
解 与 求 变 分 问题 (1.3.5) 的 解 是 等 价 的 ;也 就 是 说 ， 对 Poisson Jr 
程 边 值 阿古 (1.3.1),(1.3.2) 的 研究 可 以 化 为 对 变 分 问题 (1.3.5) 的 
人 研究， 通过 变 分 问题 的 研究 解决 微分 方程 边 值 问 题 ， 这 就 是 微分 
方程 中 的 变 分 方法 . 
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# R Banach 空间 与 Hilbert 空间 


这 一 章 为 第 三 章 及 第 四 章 用 变 分 方法 研究 线性 微分 方程 边 值 
问题 提供 必要 的 泛 函 分 析 基 础 知识 .本 书 将 限于 讨论 实 方程 及 实 
解 . 因此 ， 我 们 用 到 的 线性 空间 都 假定 是 定义 在 实数 域 及 上 
的 . 

定义 V 是 一 个 非 空 集合 ， 如果 

(ü V 中 有 加 法 运算 VxV 一 V, 即 对 任意 两 个 元 素 zy € V, 
存在 唯一 的 元 素 z +y € V, B V 对 此 加 法 成 一 加 群 ， 孝 满足 

1° 交换 律 r+7u=wu+m 

2° 结合 律 : (z ++z= 2+(y+2); 

3° 道 运算 减法 存在 : 对 一 切 x,y € V, 存在 唯一 的 > € V, 
使 得 Zz 十 z= vu, 3F10 z= yu — z. 

(ü) 实数 域 R 5 V 中 元 素 有 数 乘 运 算 。 Rx V > V, 即 对 
任 一 数 a € R RE- 638 z € V, 存在 唯一 的 元 素 az € V 与 之 对 
应 ， 且 数 乘 满足 通常 向 量 的 运算 规则 : 


4° 结合 律 : a(bz) = (ab)z; 

5° ARS V 中 加 法 的 分 配 律 : alz + y) = az + ay; 
6° KAEH AR zy Ña FË, (a + b)z = az + bz; 
7° 上 .如 一 和. 


WA, V 叫做 实 线性 空间 , 简称 线性 空间 . 

线性 空间 V 的 子 集 D 满足 条 件 : 

r,y € D, J| z+ y € D. 

a € R,z € D, Ji] az € D 
时 ， D 也 是 一 个 线性 空间 ， 称 为 了 的 线性 子 集合 或 线性 子 空 
E, 简称 为 V 的 子 空间 . 


2.1 Banach 空间 


定义 1 V 是 一 个 线性 空间 . 如果 二 号 的 映射 2 一 zl| 
满足 

1° ||z|| > 0, Vz € V, llel = 0 5 B IX. 33 z = 0; 

2° |laz|| = la] ||z]|, Va € R.z € V; 

3° ||z +yli < liell + l|! Yey eV( 三 角形 不 等 式 ). 
则 称 ||zl| 是 V PEE r 的 范 数 . 对 线性 空间 Y 赋予 范 数 后 ， 称 
V 为 线性 赋 范 空间 . 

定义 2 V 是 一 个 线性 赋 范 空间 ， 且 zw € Vn = 1,2,3,.…. 
如 果 m,n — co Rf, ||zm 一 znj| — 0, 则 称 序列 {zw} 在 V 中 自身 
收复 或 {ra} A V 中 的 Cauchy 序列 . ñm z EV, 且 当 n 一 00 
时 ， |en —z||— O, 则 称 序列 {zra} V 中 收 伍 于 z. 如 果 V 中 每 
— Cauchy 序列 均 收敛 于 六 中 的 一 个 元 素 ， 则 称 V 为 完备 的 . 5G 
备 的 线性 赋 范 空间 又 称 为 Banach 空间 . 

例 1 n 维 欧 氏 空间 Re 关于 范 数 (长 度 ) 


加 | = (zt + + 25) 
是 Banach 空间 . 
例 2 HARKE NCR, 函数 集合 
Cm(Q) = {u Dru Æ EER, Yla < m) 
关于 范 数 


miD = = = D° 
llullc= (0) = luim = [ala = max max |D%u(z)| 


成 为 一 个 Banach 空间 . 
例 3 闭 区 间 [-1 1 上 所 有 连续 函数 的 集合 C([—1,1]) 关于 
范 数 ， 
1 2 
llulla = llulla a = ( f lejPdn】 (2.1.1) 
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成 为 一 个 线性 赋 范 空间 ， 但 它 不 是 完备 的 ， 例 如 ， 这 个 空间 网 函 
数 序列 


-1 ， 当 -1<z<-1/n， 
óa(z)= í nz, 2?4 — 1/n < z < 1/n, (2.1.2) 


1, 当 l/n <z<1 
满足 当 m>n 时 有 
1 
lom — é, Jš = f bmn) — $ (z)P4z 
1 
= m (£2) — bn (wd 
af lém(2) — n (2)|?dz 


L 四 
= af |mz — nz| dr + Ji |1 — nz|2 dz 
0 % 


由 此 式 得 出 : 当 m,n — oo ft, A | — nll + 0, 即 {fa} EK 
数 空 间 C([ 一 1, 1]) 中 的 Cauchy 序列 . 显然 ,在 普通 逐 点 收敛 的 意 
LTF, (és) 的 极限 西数 是 


0, 当 z 一 0, (2.1.3) 


| —1, 3 -—1<r<0, 
1, 30 <z<1. 


由 (2.1.2) 及 ( 2.1.3), 当 n > oo 时 有 


f Inle) — 4(2)Pde =2 f ln(z) — #(z)|2dz 
n (2.1.4) 
n 2 _ 2 
=2/ nz 一 1Pdz= 0. 


我 们 来 证 明 {$n} 在 C-L) 中 没有 极限 元 素 。 相反 ， 我 们 假定 


1 
[on 42 = Í esa) Aod, mno (215) 
由 (2.1.4) 及 (2.1.5) 得 出 


0 _ 1 _ 
f (z) — @(z)|2dz < f |ó(z) — é(z)|?dz 
-i —1 
1 ~ 
< f lala) — é(z)| ~ ln(e) — Bae 


1 1 
<2 f ln(z) — ó(z)az +2 人 人 一 He)Pdz 


— 0, 当 n > oo. 
因此 a 
f 18) — é(z)Pds =. 


而 ple) 及 p(x) 在 半 开 区 间 [-1,0) 上 都 是 连续 函数 , 于 是 在 [-1,0) 
上 有 $l) = GH(z)， 同 理 可 证 ， Z (0,1] 上 有 ó(z) = @(z). BHI 
(2.1.3) 得 


L 「『 -1 当 -1<z<0， 
He)= {1 340 < z < 1. (2.1.6) 


由 此 看 出 ，$(z) 在 [-1,1] 上 不 可 能 是 连续 函数 ,这 与 假定 pir) € 
C([-1,1])) FA. AE, {9g} 在 C([-1,1)) 中 没有 极限 元 素 ， 即 
C([ 一 1,1]) 关于 范 数 (2.1.1) 是 不 完备 的 线性 赋 范 空间 . 
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在 例 3 的 讨论 中 还 可 以 看 出 ， 对 于 (21.1) 定义 的 范 数 ， 空 
闻 C([—1,1]) 中 的 Cauchy 序列 (2.1.2) 在 C([—-1,1)) 中 没有 极限 
元 素 ， 但 由 (2.1.6) 定义 的 平方 可 积 函 数 Hz)(8(0) 的 值 可 以 任意 
取 定 ) 实际 上 是 序列 {n} 的 极限 函数 ， 只 是 此 极限 函数 不 再 属于 
C([—-1,1]). 这 里 种 要 指出 , 由 (2.1.6) 定义 但 具 不 同 值 $0) 的 这 些 
函数 pl) RAE [-1,1] 上 几乎 处 处 相等 ， 并 在 可 积 本 数 类 中 视 
它们 为 同一 个 函数 ， 

如 像 在 有 理 数 集合 中 补充 无 理 数 得 到 实数 集合 一 样 ， 我 们 可 
以 对 不 完备 的 线性 赋 范 空间 V 用 下 述 方 法 补充 一 些 新 元 素 而 得 到 
一 个 完备 的 线性 赋 范 空间 (Banach 空间 ):Y 中 Cauchy 序列 Ien} 
如 果 没 有 属于 V 的 极限 元 素 , 则 定义 一 个 新 元 素 p 作为 序列 {n} 
的 极限 元 素 ， WERA Cauchy 序列 {6。} 满足 Iln- ni| — 0, 
当 ? — oo, WE (n) 与 (fn) 有 相同 的 极限 元 素 é; 对 新 元 素 $ 
定义 范 数 (lell = lim |ignl|， 这 样 得 到 一 个 包含 V 的 完备 空间 称 
A V 的 完备 化 (空间 ). 

空间 C[ 一 1,1]) 关于 范 数 (2.1.1) 完备 化 所 得 到 的 空间 称 为 (在 
Lebesgue 意义 下 的 ) 平 方 可 积 函 数 空 间 ， 记 为 Z2((-1;,1))， 一 般 
Rh, W p > 1, 人 是 n 维 区 域 ， 则 C 关于 范 数 


llellt» = Ilull, = llulla = ( Í lu(z)iP4z)5 
的 完备 化 是 O F 2 次 方 可 积 函 数 空间 
IPM) = tal Í lu(z)Pas < eo). 
全 


EX 3 E E E Banach 空间 ， 4 是 吾 的 一 个 子 集 . 

(G) 如果 存 在 C € R, 使 得 ||ul| < C, Yu € A, 则 称 4 39 E h 
的 ARM. 

(ü) 如 果 4 中 的 每 一 个 Cauchy 序列 的 极限 元 素 都 属于 A, M 
AXE th ñ) 闭 集 . 

(ii) 如 果 S c A, 且 对 每 一 元 素 u € A, 都 存在 {un} C S, 使 


4 n — oo Pf, Æ E R£ u, — u, 则 称 3 为 4 的 稠密 子 集 或 
3 在 4 中 称 密 . 

(iv) 如 果 4 的 每 一 个 无 穷 子 集 都 有 收 合 的 子 序列 ， 则 称 4 是 
巨 中 的 列 紧 集 或 ERR. 如 果 五 中 的 列 紧 集 4 又 是 闭 集 ( 即 4 
的 每 一 个 无 穷 子 集 的 每 一 个 收 敏 子 序 列 的 极限 元 素 都 属于 Ay, 则 
K A k E hi) 紧 集 . 

Banach 空间 中 的 列 紧 集 都 是 有 界 集 ， 在 有 跟 维 Banach 空间 
中 ， 有 界 集 都 是 列 紧 集 ， 有 界 闭 集 都 是 紧 集 . 

无 限 维 Banach 空间 中 有 界 集 不 一 定 是 列 紧 集 ， 例如， 当 

1 . 
ua (z) = pire 
时 ， 有 , 
AHS :/ sin? nzdz = 1. 


因 市 序列 {unlz)} 是 Lnr PHARRR. Gi mén 
lla, — u,|| = VŽ, 即 {xn(z)} 在 I2((—m,z)) 中 没有 收敛 的 子 序 
F. ARET {wn(z)} 在 Lr r) 中 是 有 界 集 而 不 是 列 紧 
集 . 

对 于 R" 中 的 有 界 区 域 (2, 著名 的 Arzela-Ascoli 定理 给 出 了 
CD 中 的 集合 具有 列 紧 性 的 条 性 . 

定理 2.1.1 如 果 CO) 中 的 集合 满足 下 面条 件 : 

(ü) S 是 一 致 有 界 的 ， 即 存在 常数 K > 0, 使 得 


|u(z)| < K, vz € ñ + € S 


亦 即 
lelle = max |u(z)| < K, Vu c S; 


(ú) S 是 等 度 连续 的 ， 即 对 于 任意 e > 0, 存在 $= á(e) > 0, 
使 得 对 任意 ,YE ñ, H |z 一 y| < ó, 出 


|u(z) — u(z)| < e, Vu € S. 
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那么 5 是 C(0) 中 的 列 紧 集 . 

对 于 空间 LN), 有 类 似 的 列 紧 性 判别 定理 如 下 ， 

定理 2.1.2 j Q R. R" 中 的 有 界 区 域 ，1 <p<%,S C 
ZL?(), 满足 下 列 条 件 ， 那 么 ， 5 是 LO 中 的 列 紧 集 : 

(i) S 是 有 界 的 ， 即 存在 常数 K > 0, 使 得 


llullp 5K, VueS; 


(ü) S 是 “等 度 整 体 连 续 ” 的 , 即 对 任意 > 0, 存在 6= ble) > 
0, 使 得 对 任意 h e R", 只 要 |h| < ó, 就 有 


Jlu(z + h) — u(z)||y = (f lulz +) — u(z)Paz , < z, Vu € S, 


Jtrhu(z)=0, Yee R'A. 

这 个 定理 属于 Riesz, 也 可 在 文献 图 及 [17] 中 找到 更 一 般 
的 定理 (PEEN 为 无 界 区 域 的 情形 ), 定理 2.1.1 及 定理 2.1.2 的 
证 明 见 附录 2. 

定义 4 设 5 是 一 个 非 空 集合 ， WUEOR3K o: S x S — RW 
足 条 件 ; 

(i) p(z, y) > 0; plz,y) = 0 的 充 要 条 件 是 z= v; 

(ü) olz,y) = ply, z); 

Gii) ( 三 角形 不 等 式 ) p(z,u) < p(z,z) + ply, 2). 
则 称 olz, y) 为 z 与 y 的 距离, 此 时 称 (5,p) 或 5 为 距离 空间 或 
RRB = ia. 

显然 ， 对 线性 赋 范 空间 V 中 的 任意 非 空子 集 S, WREX 
p(z,1) = lz- yll W S 成 为 一 度量 空间 . 

定义 5 Ü SK—4- EB == Íj, WE z € S, 序列 (z,) C S 
满足 


plr, z) = 0, 当 k > co, 


则 称 序列 {fzk} KAF z, 记 为 zk — z(k — oo) 或 dm zk = z. 
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根据 这 个 定义 ， 可 以 将 定义 2 及 定义 3 中 的 空间 完备 性 、 闭 
集 、 ( 列 ) 紧 集 及 稠密 等 概念 照搬 到 度量 空间 中 来 . 

引 理 2.1.3 W E -TERZI $E S c Ac E, MS 
在 4 中 稠密 的 充 要 条 件 是 ， 


对 任意 z e 4 及 任意 正 数 ec， 存在 ye 5 使 得 p(y,z) < a. (2.1.7) 


证 先 证 明 条 件 (2.1.7) 是 充分 的 ， 设 条 件 (21.7) 成 立 ， 取 
正 数 序列 e — 0。 对 任意 z c 4 及 正 数 ex, 存在 2 € 5 使 得 
p(zk,z) < ek. 从 而 plnr) — 0. 也 就 是 说 ， 对 任意 z < A, 存在 
{zw} C S 使 得 zx — z. 由 定义 3 知道 5 在 4 中 稠密 . 

再 证 明 条 件 (2.1.7) 是 必要 的 . W S £ A 中 向 密 ， 即 对 任意 
zE AHE {zx} C S EB z; — z. AE, HERRER e FEE 
整数 N, 使 得 plen, z) <e W u = 2w, 即 知 条 件 (2.1.7) 成 立 . 

定义 6 如 果 在 度量 空间 S 中 存在 秽 密 的 可 数 子 集 ， 则 称 S 
是 可 分 的 . 

B| 4 n 维 欧 氏 空 间 R ETAN. AANA zli = 
1,2,… n) 为 有 理 数 的 点 z = (zi…… ,zn) 的 集合 5S 是 Rr 的 
可 数 子 集 ， 且 5 在 R" 中 稠密 . 

例 5 设 QE Rn 中 的 有 界 区 域 ， 空间 cCA) 是 可 分 的 .由 
Stone-Weierstrass 定理 ， 2 = (21, ,zn) 的 所 有 实 系数 多 项 式 所 
成 的 集合 PP 在 C(Q) 中 是 稠密 的 ; 而 z 的 所 有 有 理 系数 多 项 式 所 
成 的 集合 AEP 中 是 种 密 的 ， 因 此 ， 集 合 4 在 C(Q) 中 也 是 笛 
密 的 .再 由 于 4 是 C(0) 的 可 数 子 集 得 知 C0) 是 可 分 空间 ， 

, 例 6 x R" 094 3PCOM Q, 1 < p < oo, ZA LeO) 是 可 分 
的 . 由 例 5 ， 有 理 系 数 多 项 式 集合 4 在 CO) 中 关于 范 数 ||: lle 
是 稠密 的 ， 易 证 4 在 C(Q) 中 关于 范 数 ||. llea 也 是 稠密 的 . 
但 由 LA) 为 C(Ü) 关于 范 数 I llen 的 完备 化 知道 ， CO) 在 
PR) 中 是 稠密 的 因此， 有 理 系 数 多 项 式 所 成 的 可 数 集 合 4 在 
PNO 中 是 稠密 的 ， 即 LO 是 可 分 空间 . 


定理 2.1.4 可 分 度量 空间 的 子 空间 也 是 可 分 的 . 
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证 ” 设 度量 空间 V 有 可 数 稠密 子 集 S = (zx), W RV 的 子 
mj], HZ ór > ó>- > Óx >. >> 0 ER ó; — 0(35 7 — eo). 对 
dj, 由 于 S 在 V 中 稠密 及 定义 


dist(z W) = inf lz — zl (2.1.8) 
存在 zr; EW 使 得 
llzx; — zrl] < dist(zk, W) + 6 (2.1.9) 


今 证 Z = {zky} 是 W UMETE. W = e W, 对 任意 正 数 e, 视 
zeEy, 由 3 是 Y 的 稠密 子 集 ， 利 用 引 理 2.1.3 知道 ， 存 在 zk ES 


使 得 
|lzx — zl] < 了 (2.1.10) 


取 了 充分 大 使 8 < s H (2.1.9), (2.1.10) 及 (2.1.8) 得 出 
-Jls z] < iles — zall + ile — zll 


< dist(zp, W) + á; + É 
< lle - zll + Ē + £ 
Fl Ta 


< 过 十 二 十 二 一 < 
3 3 3 7 


再 由 引 理 2.1.3 得 出 可 数 集 Z = {zny} 是 W 的 稠密 子 集 ， 从 而 W 
基 可 分 的 . 
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# E R B 是 两 个 Banach 空间 ， D c E, À 22 D #) B rh 
的 算 子 ( 即 D 中 每 一 元 素 > 对 应 于 B 中 的 唯一 元 素 Az), 记 为 
A: D — B. £T A: D + E X86825 D 上 的 算 子 . 

若 算 子 4 把 五 中 任何 有 界 集 均 映 成 B 中 的 有 界 集 ， 则 称 A 
EDER. 
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若 对 任意 元 素 z € 及 序列 (zz) C D, 当 zx > s(t E H) 
时 ， 必 有 Az; 一 Az(#. B +), WI 4 在 呈 上 连续 . 以 C(D, B) 
表示 所 有 连续 算 子 A : D — B 的 集合 . 

若 4 把 九 中 任意 有 界 集 均 映 成 互 中 的 列 紧 集 ， 则 称 4 是 刀 
7) B Hh SEMT. 

显然 ， 紧 算 子 必定 是 有 界 的 . 

D 到 B 中 的 连续 紧 算 子 又 叫做 D 到 B 中 的 全 连续 算 子 . 

若 对 算 子 A: DB, 存在 常数 M > 0 使 得 


llAslla < Mllzlls, Vz € D, (2.2.1) 


则 有 4 把 号 中 的 有 界 集 映 成 B 083, PH 4 在 D 上 有 界 . 
一 般 说 来 ， 有 界 算 子 A: D B 不 一 定 满足 条 件 (2.2.1). 
若 算 子 4:DD B 满足 条 件 


A(z +y) = Az + Ay, Vz, € D, 
Alar) =aAz, VaeR,z € D, 


则 称 4 在 D 上 是 线性 的 . 
单位 球面 Sr = (= € E| ||zjiz = 1} Z E PHARRR. 若 算 子 
及 : 吾 二 日 是 有 界 的 ， 则 集合 (Az|z € S.) 在 BB 中 蚌 有 界 的 ， 即 


sup ||Az||p = M < co. 
=€E 


llall=1 


集合 S, 又 可 表示 为 
z 
8, = fy = ieiz? XE z). (2.2.2) 


若 A: E —+ B 是 线性 算 子 ， 则 对 y= z 有 


Az lAzlls 
A: = —, A 二 a 2.2.3 


# À: E— B 是 线性 有 界 算 子 ， 由 (22.3) 及 (2.2.2) 得 出 


gu ||Azlls 
ozzeE | 人 | 


= sup ||Az||5 = M < co. (2.2.4) 
€E 


llellg=1 
由 此 式 易 知 ， 线 性 有 界 算 子 A: E> B 满足 条 件 
llAzlla < Mllzllg, — Vz € E. (2.2.5) 


反之 ， 若 线性 算 子 A: E — B 满足 条 件 (2.2.5), | A EE LEK 
界 的 ， 因此， 一般 有 把 满足 条 件 (2.2.5) 的 线性 算 子 À: E — B # 
为 吾 上 的 线性 有 界 算 子 . 

WA: E BEBE MT, 则 对 任意 z € É É {zx} C E, 
H ( 2.2.5) 得 


llAz,, — Az||p = |lA(z, — z)llə < Mlle — z||z- 


由 此 知道 ， 当 zn — z 时 推出 Ar, 一 Ar. 这 就 是 说 ， 线 性 有 界 算 
子 4: 妃 一 吾 是 线性 连续 算 子 ， 因 此 ， 线 性 紧 算 子 A: E B K 
线性 有 界 算 子 ， 也 是 线性 连续 算 子 ， 也 是 线性 全 连续 算 子 . 

以 Z(E, B) 表示 所 有 线性 有 界 算 子 4 : 吾 一 旦 的 集合 ， 对 
Ar, Az E€ L(E, B)) 定义 算 子 的 加 法 4 = A + 4a 为 


Az=Am+Am YreB, 
定义 数 a € RR 与 算 子 4E L(E,B) 的 乘法 a4 为 
(aA)z = a(Az), 
再 将 等 式 ( 2.2.4) 定义 为 算 子 4 的 范 数 ， 即 


HAJ|= sup Azlls = p- p Mza- 
0Zz€ E |iz||= 


容易 证 明 C(E, B) 也 是 一 个 Banach ZM, RA ERB 中 的 线性 


有 界 算 子 空间 . 


算 子 A: E— R XE E LBJEZ 8. Banach 空间 E LP 
有 线性 连续 泛 函 所 成 的 Banach 空间 (E, R) 称 为 E B Ya = |a] 
或 对 侦 空 间 ， 记 为 E* 或 P. 

设 DDCE, 对 所 有 x €D, 把 z 映 成 x 自身 ( 即 Iz = >) 的 算 
子 工 称 为 也 上 的 恒 等 算 子 或 单位 算 子 . 

W A 5 B #E E — E 的 算 子 ， 则 由 对 应 


xz — B(Az) 
确定 一 个 E —+ E 85 T, WART BHARRA, WA BA, 即 
(BA)(z) = B(Az). 


引 理 2.2.1 设 4 É E — E WS ET, H| A = 
I, A= = 4(4m-!( 整 数 mm > 1) 都 是 线性 有 界 算 子 ， 且 有 


14™|| < [AI™. (2.2.6) 


此 引 理 用 数学 归纳 法 容易 证 明 . 
设 DCE,A:D 一 B. 如 果 对 每 一 元 素 y€ B, 方程 


Az = 


有 了 唯一 解 z € D, 则 把 对 应 y — z 8. B #| E rh iy tf, 称 为 A 
的 i (WF), 记 为 4 即 


4-19 = 了， Wwe B. (2.2.7) 


这 时 4 称 为 TAR. 

E, AA = Ts 是 户 上 的 恒 等 算 子 ，A 1A= Ip R D E 
的 恒 等 算 子 . 容易 证 明 : 32 4 : 娓 一 召 是 线性 的 , JiJA-1: B — D 
也 是 线性 的 . 

定理 2.2.2 i E E Banach #2, A: E EARRA 
#+, A [Al < 1, 那么 有 
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(i) 对 所 有 = € B, >. Atr 在 E pieg (4 m — oo), 记 极限 
=0 
元 素 为 SO A*s, 即 
k=0 


3 Atr = ,lim x Ax. (2.2.8) 
k= 
(ü) 对 应 " 
r> >` Az 
k=0 


确定 的 算 子 5a : E> E RREK PL 00. 
(ii) I— À Auf W r T, H 


Q-A! = 3 AF. (2.2.9) 


k=0 
证 因为 |4I| < 故 级 数 XA t, i 
y A = M. (2.2.10) 
k=0 


(0) WEB z€ E, Q Ym = Y) Ate. 当 m > LI, 由 引 理 2.2.1 
k=0 
及 级 数 (2.2.10) fikk Sra 48 


llym — t| = zy Ate 
k=0 k=0 
-| 5 4kz <5 IA*zl| < y Jl Iiz 
k=i+1 k=1+1 k=I+1 


< 5 ILAI læ] 一 0, 当 m, i 一 co. 
k=i+1 
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于 是 {ym} 28 E PHI Cauchy 序列 , 若 记 它 的 极限 元 素 为 Š Ak, 
一 0 
则 有 
ym = Di Ats 全 Y As EEH, (2.2.11) 


k=0 k=! 
BJ ( 22.8) 成 立 . 
Gi) 算 子 > a 显然 是 线性 的 .对 任意 ze E, H ( 2.2.6) 及 


( 2.2.10) 得 出 
Y At 
:0 
< ÑL IAI < Milli. 


k=0 


而 由 (2.2.11) 知道 


< Deal < < 和 lla“ lll 


k=0 (2.2.12) 


s Akz (2.2.13) 


k= Ü 


Y Az 一 


k=0 


H (2.2.12) 及 (2.2.13) 得 


Ti < MI|lzl|. 


这 式 说 明 算 子 PE 是 有 界 的 . 
(iü) 对 于 任意 re E # 
(I 一 A) )》 hkz= Akz S Arza- ATIT, 
k=0 k=0 


于 是 


= || A+ z|| 


la- 有 外》 As -a 
k=0 
< |lA||+1||z|| 一 0, Bm 一 oo. 


(2.2.14) 
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因为 了 一 4 为 线性 有 界 算 子 , 所 以 1 一 4 也 是 连续 算 子 , 由 (2.2.11) 
得 出 


(I— A) A*r => (I-A)} A*s, žmo. (2.2.15) 
k=0 k=0 


根据 (2.2.14) 及 (2.2.15) 知道 


(I— A) Az = z. 


k=0 


由 于 此 式 对 任意 z € 五 均 成 立 ， 从 而 得 出 


(I — À) SI As = I. 
k=0 


这 就 证 明了 了 一 4 为 可 逆 算 子 ， 且 ( 2.2.9) 成 立 . 
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定义 1 WV EREZZE. 如 果 对 于 任意 两 个 元 素 x,y € V, 
都 有 一 个 实数 (z. y) ER 与 之 对 应 ， 且 满足 

1° (对 称 性 ) (mag) = (2), Vz,y € V; 

2° (线性 ) (az+by,z}= a(z,z)+b(u,z), Va,b € R, x,y,z € 
V; 

3° (正定 性 ) 34 0 Z= e€ V 时 有 (zz) > 0. 
则 称 (z,z) 为 VY 的 AR. 线性 空间 V 赋 以 内 积 后 称 为 MRE. 
在 内 积 空间 V 中 可 以 定义 范 数 为 


llzl| = (s,s), Vz e V, 


从 而 内 积 空间 一 定 是 线性 赋 范 空间 . 完备 的 内 积 空间 又 称 为 Hilbert 
空间 . 
例 1 zn KEZA R" 关于 内 积 


(T= zi 十 十 nr， YE = (Zi, En) YY = (Uu Yn) 


成 为 一 个 Hilbert, 空间 . 
例 2 设 介 为 RB" 中 的 一 个 区 域 ， 从 上 平方 可 积 函 数 类 LN) 
关于 内 积 


(u,v) = [eileas Yu, v € L2(0) 


成 为 一 个 Hilbert 空间 . 
Schwarz 不 等 式 ” 对 于 内 积 空间 中 的 任意 两 个 元 素 z 及 yy 有 


l(z,z)| < lll Iil 


式 中 当 且 仅 当 > 与 y 线性 相关 时 取 等 号 . 
证 车 4 与 yy 线性 相关 ， 不妨 设 y= arac R, T E 


l(z,z)| = l(z,az)| = l(az,z)| = |a(z,z)| 
= |a] |(z,2)| = la] ||z!|Ë? = [lel] [lezl] = Je 


# zr 5j y REK, MATEA a € RA az —1# Z 0, 由 内 积 的 性 
JR 3° 得 
(az — y, az — y) > 0. 


再 由 性 质 1° 及 2°, 上 式 可 写成 
a2(z,z)— 2a(z,v) T (yy > 0, Va R. 
因此 ， 左 端 关 于 a 的 二 次 三 项 式 的 判别 式 必 为 负 值 ， 即 
(z, u)? 一 (z, z)(z,3) < 0. 
由 此 得 出 
liz, | < lzll llyll. 
容易 证 明 ， 在 内 积 空间 V 中 有 下 面 的 侣 行 四 边 形 定律 : 


lle + yl? + lle- yl? = z(e? + llul), Yey € V. 
. 27 . 


利用 Schwarz 不 等 式 ， 我 们 可 以 把 欧 氏 空间 中 两 个 向 量 的 夹 
AMEZ (EA) 的 概念 推广 到 Hilbert 空间 中 去 ， 
定义 2 在 Hilbert 空间 中 ， 两 个 元 素 z 与 y 的 夹 角 0 定义 


为 
(z, 切 


ĝ = arccos —— 
| 站 | 也 由 


或 者 说 
_ (zy 
cet = Te Tiel 

如 果 (z,u) = 0, 则 称 了 与 3 正 变 , WA z 1 y. 

由 定义 2 知道 , 在 Hilbert 空间 中 ， 付 元 素 与 任意 元 素 正 交 ; 
一 个 元 素 与 它 自身 正 交 ， 则 此 元 素 必 定 是 零 元 素 ， 如 果 元 素 z 及 
y 都 与 z 正 交 ， 则 zx 与 y 的 线性 组 台 也 与 z EX. 

引 理 2.3.1 设 DD 是 Hilbert 空间 H HAZTE, WE u e H 
满足 

(u,o)=0, V>yee€ D, 


li| u = 0. 

证 AA D # H pA, XHE— v € H, 存在 序列 {vr} C 
D, 使 得 llos -vll 一 以 当天 一 oo) 因为 {v} C D, 由 假设 知 
(u,v) = 0(k =1,2,...). 于 是 有 


lw, 0)| = (u, vr} — (u,v — 9) < |lull |l; — vll > 0(k — eo). 


因此 (u,v) = 0. EZ o= u ## (u,u) = 0, K u = 0. 

定义 3 设 {pn} R Hilbert 空间 五 中 的 序列 (有 限 或 无 限 )， 
且 每 一 个 pn 都 不 是 等 元 素 . 

(i) 如 果 {gn} 中 任意 两 个 元 素 都 是 正 交 的 ， 则 称 {pa} 是 一 
个 正 交 组 . 

(ü) 如 果 正 交 组 {pn} 的 所 有 元 素 ox 的 范 数 都 是 区 即 enli = 
1), 则 称 {pn} 为 规范 正 交 组 . 
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(ñi) 如 果 (e, 是 线性 无 关 的 ， 而 且 在 H 中 队 零 元 素 外 ， 不 
存在 与 {pn} 中 所 有 e, WELKE, ME {pn} 为 完全 组 或 
基底 或 坐标 函数 列 . 

定理 2.3.2 Hilbert 空间 中 任 一 正 交 组 是 线性 无 关 的 . 

证 Byez ,pn 是 所 给 正 交 组 中 任意 有 限 个 元 素 , 今 证 
明 pn ,pn 是 线性 无 关 的 .假定 存在 实数 a1,a2,:… a, 使 
得 

aii + G2@2 H't + anpn = 0, 
此 等 式 两 端 与 o) 做 内 积 得 出 


ai(@i,@i) +as(@2,@i) +: + an( 08.1) = 0, 
因为 P2 ;Pn 都 与 Pl IE, 上 式 变 为 
ai(@i,@1) = 0. 


但 由 wii Z O 3 lenp) > 0, MAR a = 0， 同 理 可 证 az = 
… = an = 0. 这 就 证 明了 yi1,p2,… ,pn 是 线性 无 关 的 ， H 
lenon. … ,en} 在 所 给 正 交 组 中 的 任意 性 知道 ， 原 正 交 组 也 是 线 
性 无 关 的 . 证 完 . 

在 Hilbert 空间 中 , 任意 线性 无 关 组 都 可 以 化 成 规范 正 交 组 . 
事实 上 ， 对 线性 无 关 组 {rn}, 依次 计算 


Tl 


lell 


Y2 = Ta — (T2, z1)21, 22 = Till 


z = 


y3 = f3 一 (x3, 21)z1 一 (zs, 22)22， Z3 = IPS 
3 


iai Yn 
Yn = Zx 一 > (Ens Zk)Zk, Z = 一 
Pe llynli 


这 样 得 出 的 序列 a} 就 是 一 个 规范 正 交 组 , 它 与 原来 元 素 组 {1r} 
是 等 价 的 { 即 对 任意 n= z, 可 以 表 成 zl,zz…… ,zn 的 线性 组 合 ， 
zn 所 可 表 成 zz ,zn 的 线性 组 合 ). 这 个 化 线性 无 关 组 为 规范 
正 交 组 的 方法 叫做 MHR 一 施 密 特 (Gram-Schimidt)) 正 交 化 
法 
例如 ， Hilbert 空间 L2((-1,1)) 中 有 一 个 线性 无 关 组 


1 7 22 Py , 
今 用 格拉 姆 — 施 密 特 正 交 化 法 把 它 化 为 规范 正 交 组 ; 


1 
zi = 1, |e] = V2, z1 = 


tı _ 
lal v2 


1 f! x 
Z> = £, Y2 = z — (£, 21)2i = z — — —=dr = z, 
2 #2 (z,zi)zi = z ala T 


1 š 
2 yz š 
= ride = fz = — = [e 
mi-f, veo jul V2 


1 
t3 = 22 s = z2 一 (z2,z1)2) 一 【z2， z2)z2 = z? — 3° 


3 
y = z — (zŠ, ziji 一 (zš, z2)22 一 (z, z3)žs == — 5” 


fr 3 32 # 2 2 
3 Š _ z. 
jlysll = {A (z sz) a) sV? 


Y4 5 1G s=) 
让 一 — + = <=] < | £ — — . 
“ll 2V2 5 


这 样 继续 下 去 可 得 规范 正 交 组 {z} 如 下 : 


2. 及 iE (2 -1 3/7 (2 -3 
Vi V2” 2V2? 3/J' 2V2 5 J 


HHE n 项 为 


2 — 1 
2 


Pn-1(2) (n = 1,2,3,- ), 


Zn = 


而 P, (z) 为 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 
1 dt 

P(e) = zur q (2 

设 {wn} 是 Hilbert 空间 中 的 规范 正 交 基底 ，z 是 H 中 的 一 

个 元 素 . 我 们 求解 这 样 一 个 问题 ， 在 zl,za，…… ZÁ 的 所 有 线性 组 


合 


一 1) (k=0,1,2,...). 


Bn = G1TL + Q2T2 十 …， 十 QnTn 
中 ， 求 出 一 个 sn, 使 ||z - snl] 取得 最 小 值 . 由 {rn} 的 规范 正 交 
性 得 出 


nt n 
|lz — sr? = (z — sn, £ — sn) = € _ Y akay, z _ Yes) 
k=1 k=1 
m ki 
= (z,z) 一 2? arle, 2a) + 2o 


= |ļz|? + Yi — (z,zx)Ë -Dez 


这 个 式 子 当 
ak = (2,24), k=1,2,... ,n (2.3.1) 
时 取 最 小 值 a 
lle — sall? = jell? — > ` a, (2.3.2) 
k=1 
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面 所 求 的 s, 可 表 成 
Sn 一 Y akz = Y (z, zk)zx. (2.3.3) 
k=1 k=1 


我 们 称 (2.3.1) 为 z KTA EXE {zn} 的 MEH (Fourier) 
系数 . 
由 (2.3.2) 得 出 贝 塞 耳 (Bessel) 不 等 式 


> (z, za)? = 5 o < elf. 
由 此 不 等 式 可 知 ， 级 数 


Oo De 


Yam) = > ak (2.3.4) 
=1 


k=1 k: 
是 收敛 的 ， 且 
> (z, zk) =} ak < lel, 
k=1 


k=1 
此 不 等 式 也 称 为 贝 塞 耳 不 等 式 . 
HFE {2%} 的 规范 正 交 性 ， 当 m > n 时 ， 利 用 商 高 定理 
及 级 数 ( 2.3.4) 的 收敛 性 得 出 


mm 
È an 


k=n+1 


2 m 
= 》 llasza| 


k=n+1 


[lêm — Snl? = 


= > ak—0, 当 m 一 oo. 
k=n+1 
即 {s7} 是 Hilbert 空间 中 的 一 个 Cauchy 序列 ， 因 此 在 H 中 有 极 
限 元 素 ` 
s= Jm 8n = Y ，GKTK， (2.3.5) 


k=1 


我 们 将 证 明 z = s. 现 证 明 x 一 s 与 所 有 z (k = 12…) E 
Z. 对 n> 上 有 


(z— s,zk) = (z,zk) — (8, TK) = ax — (s — Sn, Zk) — (Sn, Zk) 
= Ap — (s — Sn, Zk) — Gk = — (8 — Sn, 2k). 
由 此 ， 根 据 Schwarz 不 等 式 得 出 
|(z — s,zk)| £ [ls — sali lekl] = ils — sall = 0, n — co. 
于 是 有 
(g—s,zk) =Ü, k = 1,2,3,.... 


H + {Zn} 是 完全 组 Ék z — s= 0, B1 z = s. 
由 于 z = s, (2.3.5) 可 写成 


z = 5 ktk = Y (z, zk)zk = lim Sp, (2.3.6) 
k= k=1 neo 
级 数 
Y arry = 5 (z, THT 
k=1 k=1 


BA z 关于 规范 正 交 基底 {zn} 的 正 交 级 数 或 Fourier 级 数 . 在 
(2.3.2) 两 端 令 n 一 co, 得 出 Parseval 等 式 


Ilz|l?2 = 3 ` at = 》 ` (z, za). (2.3.7) 
k=1 k=1 
-上面 的 论证 可 归结 为 如 下 定理 ， 


定理 2.3.3 XJ Hilbert 空间 中 的 规范 正 交 基底 {sn} H 中 的 
每 一 元 素 z 都 可 以 展开 成 {zn} 的 Fourier 级 数 


co 


r= Y (z, ZTE) TE (2.3.8) 
k=1 
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且 成 立 Parseval 等 式 


OO 


> (z, za) = |lz|P. (2.3.9) 


k=1 


例如 ， 平 方 可 积 函数 类 Lir, r) 中 有 规范 正 交 基底 


1 cosg singz cos 2g sin2r ... 
Var VT w) VT VT 
因此 ， 所 有 平方 可 积 函 数 f(x) 都 可 以 展开 成 这 个 基底 的 Fourier 


其 中 
=- F f(r)dz, 


Gk = Z= Í JZ(z)cos kzdz, 


bx = 7 T J(a)sin kedz. 
此 时 ， Parseval 等 式 为 


y. a= [` veya 


k=0 


24 Riesz 表示 定理 
对 Hilbert 空间 H 的 一 个 子 集合 M, 集合 
M+ = {z € H|(z,u) = 0, Vy € M) 


称 为 M 的 正 交 补 空间 . 
. 34. 


引 理 2.4.1 £ M c H, JI M+ E. H fB HEH), MANM: 
(0). 

证 M+ 显然 是 H 的 线性 子 空间 . 今 证 明 M+ 是 闭 的 . 设 
{£n} C M+,z € H,|l|z;, — z|| — 0, 则 


(za) =Ü, Ww € M. 


由 此 知 
Key) = Kany) — (z,g)| = Kn — z,2)| 


< [iza — zl llyll — 0. 


从 而 有 
(x,y) =0, Yy EM, 


即 > e M+, 因而 M+ 是 闭 的 . 车 ze 于 站 ML, 则 由 ML 的 定义 
知 (z, z) = 0. 因而 z= 这 就 证 明了 M (M+ = (0). 

定理 2.4.2 M # Hilbert 空间 五 的 闭 子 空间 . W JH 中 
的 每 一 元 素 z 均 可 唯一 地 表 成 下 列 形状 ， 


z=y+z, yE M, z€ M+. (2.4.1) 
证 设 zEH, 以 
d = dist(z, M) = inf, |u — ol 
表示 z 与 集合 M 的 距离 ， 则 存在 的 序列 {yn} C M 使 得 
ilyx — zl — d. 
由 平行 四 边 形 定律 有 
llyr — £ + ym — z||? + lite — z) — (ym — m)|| 
= 2(||ur — zli? + Ilm — z|Ë). 
由 TE eM B d 的 定义 知道 


Yi + Ym _ 
2 


lw z+ all =2| 


由 上 面 两 个 式 子 得 出 
(2d)? + |l: — Yell? < Xll — z|Ë + llym — z|?) — 442. 


于 是 有 lly: — yml| > 0, 当 l,m => o, Bp {ur} 为 H 中 的 Cauchy 序 
列 , mM A HAFEN, ATEA y EM 使 得 | 上 ys — yll — 0. 
这 样 一 来 ， 就 有 


d<|ly— æl] = Illyr — z) — (yr — | 
< ily — zl} + lye — yll > d + 0. 


HERH ly- ell = d. W z = z-— v, W z = v+ z. 党 证 z€ M+. 
对 任意 0 关 vE M,a € R, B + au € M, 因而 


liz — as||? = ||z — (y + av)? > e. 
注意 到 ||z|| = d, 由 上 式 得 
—2a(z, v) + alfel? > 0. 


Wa = 公 代入 上 式 得 出 


lel’ 


由 此 得 (2,9) =0, 这 就 证 明了 z € M+. 
最 后 证 明 表 示 法 (2.4.1) 是 唯一 的 ， 若 还 有 z = y +2,4 € 
M,zi € M+, 则 由 引 理 2.4.1 有 


u— n = zn ~z € MM = {0}, 


AHE y =y, = zi. 证 完 . 
定理 中 的 y 及 z 分 别称 为 z 在 子 空间 M 及 M+ 上 的 投影 . 
对 于 Hilbert 空间 H, 设 固定 y€ E, WAR 


f(z) = (x,¥) 
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显然 是 H 上 的 线性 泛 函 ， 且 由 
|/(z)| = ey) < llyli lell, Yz € H 


MERA f 是 有 界 的 ， 且 和 | 几 < Iyl. 反 过 来 ， Hilbert 空间 中 的 
线性 有 界 泛 函 都 可 以 用 内 积 来 表示 ， 这 就 是 下 而 的 Riesz 表示 定 
理 . 

定理 2.4.3(Riesz F) 对 于 Hilbert 空间 H 上 的 每 一 个 线性 有 
FEA f, 存在 崔 一 的 元 素 yeH 使 得 


f(z) = (z), Vz € H. (2.4.2) 
证 # PEL W 了 的 核 ( 零 空 间 ) 
= {z € HIf(z) = 0) 


A H 的 拷 子 室 间 . # K = H, 则 对 y=0 有 (2.4.2). # K Z H, 
W K+ Z (0). 任意 取 定 u e KL, llull = 1, 则 对 任意 z € Kt 有 
f(u)z — f(z)u € KŁ, H 


f(f(u)z — f(z)u) = f(u)f(z) — f(z)f(u) = 
于 是 f(u)z — f(z)u e KAK = {0}, wa 这 就 
证 明了 K+ = {aula € R) 是 一 维 的 ， 因 此 任意 元 素 z € TRE 

z=u+au, vEK, uE K+,a€R. 
由 此 知 
f(z) = f(e+au)= f(u) + af(u) = af(u) 
= (u + au, f(u)u) = (z, f (u)u), 

即 (2.4.2) 对 于 y= f(u)u 成 立 ， 如 果 再 有 


f(z)= (zi), Vz e€ H, 
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则 由 此 式 与 (2.4.2) 得 
(zy—)=0 YreH 


式 中 取 z =y 一 得 (y 一 ,9 一 如) 二 0, FÆ y-n = 0, Ri y= y. 
这 就 说 明了 表示 法 (2.4.2) 是 唯一 的 ， 


2.5 Fredholm 定理 


设 互 是 一 个 Banach #0, T:B— B 是 线性 紧 算 子 ， 则 有 
下 列 Fredholm 定理 ， 它 是 线性 代数 方程 组 理论 的 推广 ， 
定理 2.5.1 ik B Æ Banach Zf], T: B — B 是 线性 紧 算 
子 ， 如 果 齐 次 方程 
s+Tr=0 (2.5.1) 


只 有 和 零 解 z = 0, 则 非 齐 次 方程 
T+Tr=y (2.5.2) 
对 每 一 y€ 8 有 了 唯一 的 解 z€ B, M+ 存在 , H (I 二 TT)-! 
为 B — B 的 有 界 算 子 (I A B HERAT). 
R S=I+T. FE, 定理 中 关于 方程 (2.5.1) 只 有 零 解 这 一 条 


件 可 以 改写 成 
如 果 Sz=0, W z=0. (2.5.3) 


为 了 证 明定 理 25.1, 需要 先 证 明 下 列 三 个 引 理 . 
引 理 2.5.2 B Æ Banach 空间 ， 4 是 B É WD f ela, W 
存在 z€ B 满足 


lell= 1, dist(z, A) = inf ||z ~ ll > 3 (s) 
证 设 zE BB\A. 因 4 是 B 的 真 闭 子 空间 所 以 有 


dist(z, A) = inf ||z — yl| = d > 0. 


从 而 存在 uw € 4 使 得 


jiz ~ wl| < 2d. 
z — tU 
f z= a] 则 | 中 =1， 且 对 任意 yEA, 由 于 好 十 ||z 一 lys A, 
lz -w — ||z — wliyll d 1 
z- y| = ——— > > 二 ， 
lz — wi [z — w] ol” 2 


这 就 证 明了 引 理 的 结论 (2.5.4) 成 立 ， 
引 理 2.5.3 在 定理 2.5.1 的 条 件 下 ， 存 在 常数 K > 0, 使 得 


Ilz|| < K||S=||, Vz e B. (2.5.5) 


证 假若 (2.5.5) 不 成 立 ， 则 存在 {2%} C B 使 得 


llznll 


S=, =w, Än 一 oo. (2.5.6) 
对 所 有 n, 不 妨 假定 zs Z 0, 记 zn = Ti 则 ||z,||= 1, B. 
[Szal] = Wa —+ 0, 34 n — co. (2.5.7) 


TAHARET, h dTa) 为 列 紧 集 ， 它 有 收 敏 的 子 序列 ， 仍 以 
{Tzn} 表示 {Tzn} KAFEI, 并 设 


Tzn > y, 5 n — co. (2.5.8) 
由 Sen = (I + T)z, = zn + Tzn, 利用 (2.5.7) 及 (2.5.8) 得 
Zn = Szn — Tzn > ~y, 33 n — oo. (2.5.9) 


因为 线性 紧 算 子 T 是 连续 的 ， 故 算 子 $ = 了 + 全 也 是 连续 算 子 ， 
由 (2.5.9) 可 得 


Szn > S(—y) = —Sy, 4 n> oo， 
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将 此 式 与 (2.5.7) RTA 
Sy = 0. 
由 此 ， 根 据 (2.5.3) 得 出 y= 0, 于 是 (2.5.9) 可 以 改写 成 
zn 地 0, 当 n — oo. 


此 式 与 ||znl| = 1, Yn FE. 
引 理 2.5.4 设 VV 是 Banach 空间 B 的 闭 子 空 间 ， 以 


S(V) = (SzJz € V) 


表示 算 子 8 ATV 的 值 域 . 在 定理 2.5.1 的 假设 下 , 如 果 S(V) c V, 
则 S(V) E V 的 闭 子 空间 . 

证 {Srn} E SV) 中 任 一 Cauchy 序列 ,其 中 {zn} CV, E 
证 明 {Sz。} 的 极限 元 素 仍 属于 S(V). H S(V) c V 知 (Sz,.) c V, 
根据 VV 是 B 的 闲 子 空间 ， 从 而 存在 y EV 使 得 


SIn > y, 3 no0. (2.5.10) 


因此 ， 只 需 证 y e S(V). H (2.5.10) 知道 序列 (Sz,) 有 界 ， 设 
jszn| < M,Vn, 由 引 理 2.5.3 得 


llænl| < Kl|Sz.|| < KM, Yn, 
即 序列 {zw} 有 界 ， 因 了 为 紧 算 子 ， 故 {Tr} 在 B 中 有 收 全 的 
子 序列 ， 将 {Ten} 的 一 个 收敛 子 序列 仍 记 为 {Tzn}, 由 于 T>, = 


Stn — zx € V, RI V EATEN, i {Tan} 的 极限 元 素 2 EV, 即 


有 
Trn —+ z, *4 n — co. (2.5.11) 


由 (2.5.10) 及 (2.5.11) 得 出 


En = Sr, — Tin >y- z, 23 n — oo. 


由 此 式 及 算 子 S 的 连续 性 知道 
SEn > S(g — z), Hn — oo. (2.5.12) 
因为 y 一 z € V, 比较 (2.5.10) 及 (2.5.12) 得 出 
y= S(y — z) € S(V). 


定理 2.5.1 的 证 明 记 Ro = B, Rj = Si(B) = S(Rj_1),j = 
1,2,-::. 由 引 理 2.5.4 知道 ， Ri, R2,- 都 是 闭 子 空间 ， 且 

Ro = B 5 R D RD DR; OR ja De. (2.5.13) 

我 们 先 证 明 在 上 面 的 序列 {Rj} 中 必 有 两 个 相 邻 的 子 室 间 是 相同 


的 ， 即 存在 了 > 之 0 使 得 


相反 地 ， 假 如 对 所 有 j= 0,1,2, , (2.5.14) 都 不 成 立 ， 即 序列 
(2.5.13) 中 的 每 一 个 R 都 是 其 前 一 个 R, 的 真 团子 空间 G+ 


. 1 
lly;|| = 1,dist(;, Ri) > SG = 0,1,2,.…). (2.5.15) 
当 i>7 时 有 
Ty: — Ty = yj — W + Si — St; = Yj — Y, 


其 中 
y = u — Sy: + Su; € R;ii. 


Et, H (2.5.15) 得 出 
[Tu — Till = Ilu — yll > distu; Ra) > 天 
此 式 说 明 序列 (Tu) 没有 收 化 的 子 序列 ， 这 就 与 jjl| = 1G = 
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设 {2.5.14) 成 立 ， 对 任意 y € B, 由 R; 的 定义 及 (2.5.14) 得 
Siy € R; = R;+.. 
此 式 说 明 存 在 = € B 使 得 Siy = Sitlz, 即 
Si(Sz — y) = 0. 
由 此 ， 应 用 条 件 (2.5.3) 依次 得 
Sš=1(Sx — y) = 0, 


Si-2(Sz = y) =0, 


这 就 证 明了 方程 (2.5.2}{ 因 为 5 = I+ T) 对 任意 ye B 有 解 z€ B. 
再 由 条 件 (2.5.3) 知道 方程 (2.5.2) 的 解 是 唯一 的 , 因此 S~ = (E + 
T) 存在 . 

对 任意 ye B, 2 z 为 方程 {2.5.2) 的 解 ， 即 


Sr=y 或 z=8S ly. 
再 由 (2.5.5) 得 
I!S-'g|| = llel] < 起 IlSs|| = Kllyll, 
这 就 证 明了 算 子 S = (+T) 的 有 界 性 . 
26 Sobolev 空间 WE? (Q) 


W OQ A n 维 有 界 区 域 . 
3| 理 2.6.1 对 函数 集合 


B; = {u e CHMA u = 0 在 0 上]} 
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有 下 面 的 Friedrichs 不 等 式 (也 称 为 Poincaré 不 等 式 ) 
[as =c f Duas, vue Bi, 
n Q 


即 
liullz < Cllpulle, Vu € Bç, 
其 中 OEH u ETIS Q 有 关 的 常数 ， 


证 nr 维 有 界 区 域 从 必 包 含 在 楼 平行 于 坐标 轴 的 n 维 正 立 方 
Ik Q h, É 


NCQ= {r= (71 Tajlai < z, <a; + h,i = 1,2, n}. 
在 QON FS u = 0, HEREA 


u(z) = u(zi,m2,: `. , Tn) 一 让 Cl， Tz En) 


= 广 Dult, yo :+ , Za )dt. 
由 此 ， 利 用 Schwarz 不 等 式 得 出 


utz)j2 < ( f i Diut, sa, aa] 


22) 
‘(Fe) (Foore) 


aith 
=h f |Diu(z)| dz. 
a 


在 马上 积分 上 式 得 
f lu(z)|?dz 
ün 


aith anth aith 
<h f e f f |Diu(z)| dz, | didto- -d£n 


= K | Dila) Pde. 
HAEN 514 u = 0, 故 由 上 式 推出 
f |u(z)|?dz < 请/ |Diu{z)|? dz < r f |Du(z)|°dz. 
Q n n 
证 完 ， 
空间 Ci) 关于 内 积 


[u,v] =f Du- Duds (2.6.1) 
n 
成 为 一 个 内 积 空间 ， 特 别 地 ， 它 关于 范 数 
llalia = llullu a = fu, o]? = (/ IDulaz ? (2.6.2) 


是 一 个 线性 赋 范 空间 . 

定义 ”空间 CiN) 关于 范 数 (2.6.2) 完备 化 得 到 的 Hilbert > 
间 记 为 WEF) 或 HEO), 叫做 Sobolev 空间 . 

由 定义 知道 , 对 任意 4 Ee W 2 (Q), 存在 序列 {ur} c CHO) 使 
得 


[|x 一 ulli, 一 0, 当天 -> oo. 
对 ur — w € C0 (Q), 利用 Friedrichs 不 等 式 得 


lher — ulle < Cilus - tll 一 0, 3k — oo = oo. (2.6.3) 
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因此 ， 由 于 L) 是 完备 空间 ， ux 在 LO) Feiti 
属于 LO) 的 函数 ， 这 个 极限 函数 就 是 u 再 由 范 数 定义 (2.6.2) 
得 出 ， 对 1= 1,2,… n 均 有 


1 
z 
[Dius — Diwllz < (f |Du; 一 Dude) 
a 
= |jux — wlj2 — 0k — œ, — oœ. 


因此 Deu, 在 L2(0) hik F— 4 Bñ v € L2(0), wi RA u 的 
广义 导数 或 BGR, 并 记 为 vi = Diu 这 就 证 明了 


uk — U, 在 2( 人 中 ， 当 k 一 oo 
Dius > Diu, fEL2(—(Q)th, 4k — oo (2.6.4) 
他 一 12 , n). 


ERE, WO 中 的 元 素 是 属于 LO 且 具 有 所 有 一 阶 弱 导 
数 (也 属于 Z2(P)) 69 8538. 
引 理 2.6.2 对 we W22(0) 有 下 面 的 Friedrich 不 等 式 


f udr < C f |Duj2dz, (2.6.5) 
Q Q 
即 

llullz < C| Dull, (2.6.6) 


其 中 C 是 与 立 无 关 而 只 与 2 有 关 的 常数 . 
证 对 ue Wi?(0), 存 在 {ur} € C30), B u e L2(Q), D;u € 
EPR) 使 得 (2.6.4) 成 立 ， 因 此 有 


luste 一 hullz, Ek 一 oo, (2.6.7) 


||Diwellz > ANPI žk 一 oo( = 1,2,:-- , n), 
由 此 知 


n i nn 四 
IDusla= ($ patë) + (È ioa) =||Dullz, 5k —o0. 
i=1 i=l 


(2.6.8) 
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H us € C (9) c Bi, 根据 引 理 2.6.1 得 
luk||2 < CllDuslla. 


对 此 式 两 端 令 k — oo 得 出 不 等 式 (2.6.6). 
定理 2.6.3 W)" (Q) 中 的 有 界 集 在 DO) 中 为 列 紧 集 . 
证 由 定理 212 及 C1(Q) 在 Wo”( 人 0) 的 稠密 性 知道 ， 只 需 
对 任意 we C1(0) 证 明 不 等 式 


e+ 有 -aaPdslldgalaP (269) 
0 


EHH z € RAQ 时 视 u(z) = 0. 利用 Schwars 不 等 式 有 


2 


|w(z + h) — u(z)|? = / Sue + th)dt 


1 n 2 1 2 
f 3  Diu(z + th)hidt| < ( f IDu(z + thyiläjde) 


1 1 1 
< f |Du(z — th|2dt f |A| dt = R? f |Du(z + th)|?dt. 
Q 0 o 


对 此 式 两 端 在 N? 上 积分 得 


1 
f |u(z + h) — u(z|2dz < eff |Du(z + th)| didz 
n Ado 
1 1 
<k? f f |Du(z + th)|?dedt < h? f f |Du(ly)| dydi 
0 Jü 0 Jü 


1 
=K f Duidt = kali. 


第 三 章 。” 泛 函 极 小 问题 与 线性 微分 方程 
在 第 一 章 中 ， 我 们 证 明了 在 函数 类 
B? = {u E€ CM u = g E INEJ 
中 求解 Poisson 方程 Dirichlet 问题 


一 Av = 六 EAP, 
u = g, EINE 


(3.0.1) 


可 化 为 对 泛 函 
rw= 1 f |Duļ?dz — f fudz 


求 极 小 的 变 分 问题 ， 
对 于 微分 方程 边 值 问题 (3.0.1), 取 一 个 满足 边界 条 件 的 已 知 
函数 uo, BI uo =g Æ ƏQ F. $ v= u uo, 则 问题 (3.0.1) 变 成 


Av = f + åw = f, 在 只 中 ， 
u= 0, 在 9 E, 


此 问题 中 ， 边 界 条 件 右 端的 已 知 歇 数 为 0, 称 为 齐 次 边界 条 件 . 为 
了 论证 的 简便 ， 今 后 对 微分 方程 边 值 问题 ， 通 常 假定 其 边界 条 性 
是 齐 次 的 . 

本 章 首先 证 明 ， 相 当 多 的 一 类 线性 微分 方程 的 线性 边 值 问题 
都 可 以 化 为 泛 函 求 极 小 的 变 分 问题 。 然 后 论证 这 一 类 变 分 问题 的 
可 解 性 ， 讨 论 二 阶 自 共 思 椭 和 姜 方 程 的 特征 值 问 题 . 最 后 介绍 解 泛 
沙 极 小 问题 触 古 典 近 似 方法 : Riez 方法 与 Galerkin FH. 
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31 正 算 子 与 二 次 泛 函 极 小 问题 


以 后 均 假 设 H 是 ( 实 )Hilbert 空间 ， D4 是 五 的 一 个 稠密 线 
性 子 空间 ， 4 是 Da 到 H 中 的 线性 算 子 (不 必 是 有 界 的 ). 
定义 1 如 果 算 子 4 满足 


(Au,u) = (u, Av), Yu,v € DA, 


则 称 4 为 Da 上 的 对 称 算 子 . 
定义 2 HAED 上 的 对 称 算 子 ， 如 果 算 子 4 满足 


(Au,u) >0, VOZ 6 Da, 
则 称 A 为 Da 上 的 ERF. 如 果 存 在 正常 数 7 使 得 
(Au,w) > Yl Vu € Da, (3.1.1) 


则 称 4 为 Da 上 的 正定 算 学 . 
例 1 设 有 界 区 域名 有 C1 边界 69,H = LA). HT 


Da = {u e C2(Q)|u = 0 在 80. 上 }, 
在 Cs° (9) 中 稠密 (参阅 Adams”! 定理 2.19), 而 
OPQ) c Da c L2(9), 


所 以 D4 在 LO =H PRE. 今 证 4 = —A É DA 上 的 正定 算 
+. 

证 A=-A BRE DA 上 的 线性 算 子 . 当 w,v€ DA BF, H 
Green 公式 有 


f = Asas + | Du pode= f vt ds, (3.1.2) 
ñ 全 an 


f = asas + | Du Dvar= Í uds, (3.1.3) 
全 Q on 


其 中 n 为 外 法 向 量 单位 、 将 上 列 两 式 相 减 得 第 二 Green 公式 
[ea u A u)dzr = Á. C= _ uZ) ds, (3.1.4) 


由 于 在 EK u=v=0, 上 式 可 写成 


f ç asas= f u Awas 
Q n 


(— A u,v) = (u, — A v). 


这 个 式 子 说 明 4 = -A 是 DA 上 的 对 称 算 子 ， 再 由 (3.1.2) 及 
Friedrichs 不 等 式 得 出 ， 对 任意 ue Da 有 


或 


(Au, u) =(-Auu)=- | u^uda 


= f Duas z f wae = llul, 


其 中 % > 0. 上 式 说 明 是 4= -A 是 Da 上 的 正定 算 子 . 

例 2 在 法 向 力作 用 下 ， 弹 性 注 平 板 的 弯曲 方程 为 

Ow Ow | Ow _ Hz) 

Ox Or?0y? +t Br D 

其 中 Q 是 平板 所 占有 的 二 维 区 域 ， 它 有 Cl 边界 an, 为 平板 的 

BE (法 向 位 移 }), q 为 法 向 荷载 强度 ， D 是 平板 的 柱 形 刚度 ， 它 

是 由 平板 的 厚度 及 材料 本 身 确定 的 常数 .如 果 平 板 的 边界 是 刚性 
固定 的 ， 则 对 应 的 边界 条 件 是 


， ÉNE, (3.1.5) 


w 二 0， 在 680 上 ， 
Jw (3.1.6) 
Ən = 0, 在 0242 上， 


其 中 为 外 法 向 单位 向 量 . He H = L2(0), fr 


Da = {w e C4( 加 lw 满足 条 件 (3.1.6)}. 
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双 调 和 算 子 A 显然 是 DA 上 的 线性 算 子 . 对 任意 w,v € DA, 在 
Green 公式 (3.1.2) Æ (3.1.3) FE u = Aw 得 出 


Í v A? wdrdy +f D(Aw): Dudzdy = 人 ba = 0, 
f Aw Avdedy+ | D( D(Aw) - Dodzdy = L Au 到 tn = 0. 


比较 这 两 个 式 子 得 


Í u A? wdzdy = f Aw A vdzdy = f w A? vdrdy, (3.1.7) 
n n n 


这 就 证 明了 算 子 A 是 Da 上 的 对 称 算 子 ， 由 (3.1.7) 又 有 


(A?w,w) = f w A? wdrdy = f (Aw) dzdy > 0. 
q n 


如 果 (Aw, w) = 0, 则 由 上 式 推出 
Aw=0, 在 8 中 ， 


由 此 及 边界 条 件 (3.1.6) 知道 w = 0. 这 就 证 明了 算 子 人 A? 是 DA 
上 的 正 算 子 . 
我 们 还 可 以 进一步 证 明 双 调和 算 子 A 是 Da 上 的 正定 算 
F. 由 边界 条 件 (3.1.6) 得 出 
- cos(n, y} + = cos(m, z) = a cos(s, z) + = cos(s, y} 
Ow 
= 页 = 0, 在 5 上， 


ŽE eos(n,z) + = cos(n,y) = = 二 0， 在 200 上 . 
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利用 此 式 及 边界 条 件 (3.1.6), 分 部 积分 两 次 可 得 


Pw w ðw Fw Ju y? 
Q 5 By ey Ja ôr ôrðy? dady = 上 (2) dzdy. 
因此 ， 由 (3.1.7) 得 出 


(Aw, w) = f (An)? dedy 
n 
022 PwPw [Puw 
-| (z) Haa t ar) dzdy 
3w 2 Pw 2 8240 2 
= (22) E + [3 ] |= 


(3.1.8) 


对 w, e, = 分 别 利用 Friedrichs 不 等 式 得 出 


J aa < cf OR (Z) Je (3.1.9) 
LE) =a se [| (82) + (器 )| dady, (31.10) 


[C asa s o [ (že) +f) ]=> (3.1.11) 


由 (3.1.9),(3.1.10),(3.1.11) Z (3.1.12) 推出 


[Piai < cf (zy + (3) dzdy 
sor | (EEY (Z2y- (Ze) ees 


= C2(A2u, w). 
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由 此 知 i 
(Aww) > allel. 


这 就 证 明了 A 是 DA 上 的 正定 算 子 . 
定理 3.1.1 如 果 4 是 Da 上 的 正 算 子 ， 了 E H, WHE 


Aw = f (3.1.12) 


在 D4 中 最 多 只 能 有 一 个 解 . 
证 设 方程 (3.1.12) 有 两 个 解 bw € DA, ED 


Au=/f H Av=f. 


FJ; qI 
A(u — v) = Au — Av = 0, 
从 而 有 
(A(u— v), u —%) = 0. 
H 4 是正 算 子 的 假设 及 上 式 得 出 
u—-v=0 或 u=. 
证 完 


定理 1.3.1 可 以 从 算 子 (—A) 推广 到 一 般 的 正 算 子 而 得 到 下 
列 定理 . 

定理 3.1.2 设 A4 是 Da 上 的 正 算 子 ，wuE€ DA, f € E. u J 
方程 (3.1.12) 的 解 的 充 要 条 件 是 ， 是 变 分 问题 


I(u) = min Ie) (3.1.13) 
的 解 ， 其 中 1 
Tfo) = s (Ae, u) — (fv) (3.1.14) 


是 一 个 二 次 泛 函 ， 
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证 先 证 明 条 件 是 必要 的 . 设 u 是 方程 (3.1.12) 的 解 ， 则 对 
于 任意 ve DA, fi u — u = o 得 出 l 


Io) = Iu +g) = (Alu + 9) utg) - (f,u+ g) 
= Iu) + (Au — f y) + (A9, 9) > Iu). 


再 证 明 条 件 是 充分 的 , 设 & 是 变 分 问题 (3.1.13) 的 解 ， 那么 ， 
对 任意 we Da 有 


I(u) = min F(u + tp). 


由 此 知 P 
g + tp)lh=0 = | (3.1.15) 
由 【3.1.14) 得 


IGu+te@) = (Alu +te)u+te)— (f,u + te) 
= Iu) + (Au — fry) + (Ag, o), 
将 此 式 代入 (3.1.15) 得 出 
(Aw — f,e) = 0. (3.1.16) 


此 式 对 任意 o € Da 成 立 ， 由 引 理 2.3.1 知 Au = f, B u 是 方程 
(3.1.12) 的 解 ， 证 完 ， 
应 用 此 定理 于 例 1 得 出 ， Poisson 方程 Dirichlet 问题 


{ _ Ax = f, ENP, 
u=0, ENE 


等 价 于 变 分 问题 (3.1.13), 此 时 4 = -A ,而 由 Green 公式 有 
=l _ (f,s) = 1 2dz ~ 
Iw) = 了 入) — {fv} ;pa dz /pa 


在 例 2 rh, AAE E U34828] ER (3.1.5),{3.1.6) 等 价 
于 变 分 问题 (3.1.13), 此 时 有 4 = A2, 而 由 (3.1.7) 有 


Iw) = =(A?v, v) — (号 EA = | az. (3.1.17) 


32 自然 边界 条 件 


设 alz) € C(00), Æ 8Q E a(z) > 0 IB a(z) # 0,H = LR). 
容易 证 明 ， -A 是 


D= heem z ta(e)u =0, 在 99F| 


土 的 正 算 子 . 由 定理 3.1.2 知道 ，Poisson 方程 第 三 边 值 问题 (Robin 
问题 ) 


_ Au= f # Q h, (3.2.1) 
az +o(z)u = 0 Æ ON k. (3.2.2) 

等 价 于 变 分 问题 
I(u) = min (e )， (3.2.3) 


其 中 f e CÑ), a(z) € C(80), n 为 外 法 向 单位 向 量 ， a(z) > 0, 
Vz € 3N, a(z) #0, H 


Ie) = 3(- Avo) = (fo) 


Io) =} | Dud -3 | as; f oea (82.4 


在 实际 求解 变 分 问题 (3.2.3) 时 ， 我 们 首先 需要 找 出 满足 ( 即 
使 是 近似 地 满足 ) 边界 条 件 (3.2.2) 的 函数 类 D. 这 是 一 个 比较 困 
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难 的 问题 ,然而 , 我 们 可 以 不 考虑 边界 条 件 (3.2.2), 而 将 -A 的 定 
义 域 D 改 成 
Da = CYANEA). 


我 们 将 要 证 明 ， 对 于 泛 函 (3.2.4), 变 分 问题 
I(wu) = min I(v) (3.2.5) 
在 Da HER u TRIMEN (3.2.1), 同时 也 满足 边界 条 人 忻 (3.2.2). 


边界 条 件 (3.2.2) 就 是 变 分 问题 (3.2.5) 的 自然 边界 条 件 . 
对 和 于 一 般 的 第 三 边 值 问 题 (Robin 问题 ) 


-Au=f ENT, (3.2.6) 
江上 十 azju = p(z), 在 89 E, (3.2.7) 
我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 3.2.1 WN RACAR aA, f e C(Q), ae ca), 
Ņ% € C(80), u € Da = C?2(@)(1C1 (0), i 


(v) = f (ipw 一 fo) dz + f. (Seo _ we) ds. (3.2.8) 


如 果 u 是 变 分 问题 
Iu) = min I(v) (3.2.9) 


的 解 ， 则 u 是 Poisson 方程 第 三 边 值 问题 (3.2.6),(3.2.7) KA. F 

Z, WEE 9 上 有 elr) > 0, H u Æ Poison 方程 第 三 边 值 问 

题 (3.2.6),(3.2.7) 的 解 ， 则 u 是 变 分 问题 (3.2.9) 的 解 . 
证 设 4 是 变 分 问题 (3.2.9) 的 解 ， 则 对 任意 yp E Da 有 


F(u} = min I(u + te), (3.2.10) 
HH Jt 3 i 
PSA + tip)lt=0 = (3.2.11) 
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H v= utto 代入 (3.2.8), 展开 后 按 t 的 方 次 合并 同类 项 得 出 


I(u + te) 


= I(u)+t {fo ` De — f e)dz + Í e 一 vas) 


+£ [f |De de + L oleae] . 
以 此 式 代 入 (3.2.11) 得 出 
fD ‘Dyp — fp)dz +f (aup — Pp)ds = 0. (3.2.12) 
@ on 
由 Green 公式 
/pu Do +p A u)dz = L pds 
减 去 (3.2.12) 得 出 
/es + f)edz = L (2 + eg 一 v) pds. (3.2.13) 
ER p 8 CEM) c Da = CMa, 代入 上 式 得 
fo +f)edr=0, Yọ € CF (N). 


由 此 ， 根 据 变 分 法 基本 引 理 知道 ，v 满足 Poisson 74 (3.2.6). W 
此 ， (3.2.13) 可 以 改写 成 


有 (2 二 Qt 一 v) eds = 0,V o € Da = (Mn C1(Q). 
(3.2.14) 
HIERHER u 满足 边界 条 件 (3.2.7). 相反 ， 假 设 在 某 点 zo € 
89 上 有 
S (zo) + a(zo)u(zo) Z %(zo), 
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不 妨 假 定 
S (zo) + e(zo)u(zo) — (zo) > 0. 


ETEM S taup H 80 上 是 连续 的 , 故 存在 zo 的 领域 B, (zo) 
使 得 


= +au- j >0, #B,.(zo) n 8Qrh, (3.2.15) 


如 像 在 变 分 半 基 本 引 理 的 证 明 中 ， 取 函数 


|z — zol? = 
e(z) = | exp I |z 一 zP e? } ， Me € B.(zo) n Q, (3.2.16) 


0, zm € QA B,.(zo), 
则 有 
elz) € C”) c Da = mnc a), {3.2.17} 
plz) > 0, zr € Be(zo) NN. (3.2.18) 


由 (3.2.16), (3.2.15) 及 (3.2.18) 得 出 


ĝu Ou 
其 +ou-v) as = Í (Z rau- ) ds > 0. 
人 (z P B.(zo)r'an Ən V M 


此 式 与 (3.2.17),(3.2.14) 矛盾 .这 就 证 明了 u 是 Poison 方程 第 三 
边 值 问题 (3.2.6),(3.2.7) 的 解 . I 

反之 , W u Æ Poison 方程 第 三 边 值 问题 (3.2.6),(3.2.7) 的 解 ， 
HE3 上 有 a(z) > 0. 利用 Green 公式 及 (3.2.6) 得 出 


f (Du: pe- paya = | (Du: De + p Aude 
š 9 ñ (3.2.19) 
u 
= f eged Ve € Da. 


对 任意 veE DA, ff u — u = e, PD. > = u + e 代入 (3.2.8), 并 利用 等 
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式 (3.2.19) 及 边界 条 件 (3.2.7) 得 出 
Iv) = I(u + @) 


= 1(u)+ f (Du pe- feae + | (oup— be)as 


1 
十 二 { f upatas + f aloPasl 
2 lJn an 


= I) +3 l f Dyas + L oleae] > F(u). 


这 就 证 明了 % 是 变 分 问题 (3.2.9) 的 解 . 证 完 . 

这 个 定理 说 明 ， 变 分 问题 (3.2.9) 所 考虑 的 函数 类 C2(Q) n 
C1( 人 不 涉及 边界 条 件 (3.2.7), 而 该 变 分 问题 的 解 不 仅 满足 方程 
(3.2.6), 而 且 一 定 满足 边界 条 件 (3.2.7); 这 也 就 是 说 ， 边 界 条 件 
(3.2.7) 自然 隐 含 在 变 分 问题 (3.2.9) H. 因此， 通常 把 第 三 边界 
条 件 (3.2.7) 称 为 变 分 问题 (3.2.9) 的 自然 边界 条 件 ， 而 变 分 问题 
(3.2.9) 的 欧 拉 方程 包含 Poisson 方程 (KI Q 中 的 方程 )(3.2.6) 及 
自然 边界 条 件 (区 域 边界 OQ 上 的 方程 )(3.2.7). 由 于 变 分 方法 解 微 
分 方程 边 值 问题 时 可 以 不 考虑 自然 边界 条 件 ， 这 就 给 物理 、 力 学 
和 工程 技术 中 的 微分 方程 边 值 问题 的 实际 求解 担 供 了 一 个 便利 的 
方法 . 

利用 Green 公式 容易 证 明 : 若 只 在 上 有 a(z) > 0 B o(z) Z 0, 
则 边 值 问题 (3.2.6),(3.2.7) 的 解 是 唯一 的 ， 因 而 变 分 问题 (3.2.9) 的 
解 也 是 唯一 的 . 

当 a(z) = 0 时 ， 第 三 边界 条 件 (3.2.7) 变 为 第 二 边界 条 件 
(Neumann 条 件 ) 


Bn p, ENE 
此 时 ， Poisson 方程 第 二 边 值 问题 (Neumann 问题 ): 
-Au= f, 在 Q 中 ， 
(N) |: ° 
S= EOR r, (3.2.20) 
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不 是 对 任意 f e C(Q),% e cOn) 都 是 有 解 的 ， 因 为 在 Green 2: 
式 (3.1.2) FR o = 1 得 出 


ðu 
f ma = L m (3.2.21) 
由 此 知道 ， Neumann 问题 (N) 有 解 的 一 个 必要 条 件 是 
f fdz +f yds = 0. (3.2.22) 
a an 


另 一 方面 ， Neumann 问题 (N) 的 解 又 不 是 唯一 和 的 ， 因 为 当 刀 是 
Neumann 问题 (N) 的 解 时 ， 对 任意 常数 Cu + C 也 是 问题 (N) 
的 解 ， 因 此 ， 为 了 问题 (N) 有 确定 的 解 ， 通 常 要 对 解 加 上 一 个 
条 件 使 常数 C 取 确 定 的 值 ， 例 如 ， 这 个 条 件 可 以 取 为 


f u(z)dz = 0. 
人 
定理 3.2.2 $ f 8 C(Q), ecn, B 


Do = fu ECYC] Í udz = o} . 


如 果 / E y MA E íF (3.2.22),u € Do, S) u 是 Poisson 方程 Neu- 
mann 问题 (N) 的 解 的 充 要 条 件 是 ， u 是 变 分 问题 


I(u) = min I(v) (3.2.23) 
的 解 ， 其 中 


Hoj = 上 (io 一 fo) dz — L uds. (3.2.24) 


证 条 件 的 必要 性 证 明 与 定理 3.2.1 的 证 明 相同 . 
现 证 条 件 是 充分 的 ， 设 u 是 变 分 问题 (3.2.24) 的 解 ， 则 对 任 
É e€ Do 有 
I(u) = min F(u + t), 
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于 是 知 
ii (u + tp)l=0 =0. 


dt 
由 此 ， 仿 定理 3.2.1 推出 
fiut f)edz = f (= _ v) pds, Voc D. (3.2.25) 
Q mM ën 
对 任意 ge CPP (Q), W fq gd = G, Wi 


G 
/ 6- 部 各 =0 


因而 
= -eD 
p=g ial 0» 


以 此 式 代 入 (3.2.25) 得 出 
(Aut Pods - pj [07+ pas = -而 人 (2- p) ds 
利用 等 式 (3.2.21) 及 条 件 (3.2.22), 上 式 可 简化 为 
Jes + f)gdz = 0. 
因为 gE C0° (0) 是 任意 的 ， 由 上 式 ， 利 用 变 分 法 基本 引 理 知道 
Au+ f = 0. 


即 u 满足 Poisson 方程 (3.2.6). 这 样 一 来 ， 等 式 (3.2.25) 可 以 改写 


L (= - v) pds =0, Yọ Do. (3.2.26) 


由 此 我 们 可 以 证 明 u 满足 边界 条 件 (3.2.20). 相反 ,假设 u 不 满足 
边界 条 件 (3.2.20), 则 存在 ye 30 使 得 


Sy) wy) #0. 


不 妨 假 定 9 
5-0) ~ (y) > 0. 


由 22 — 0 # 80 上 的 连续 性 知道 ， 存 在 球 B.(y) 使 得 


ðu 
Bn 一 也 > 0, 在 B.(y) na ane. 


显然 ， 当 e 充分 小 时 ， 还 存在 球 B.(z) 使 得 


B,(z) C M\ Bely). 


命 
— 2 
ol(z) = | apf p mal: 当 |z -yl <e, 
u “je — y| Že, 
lz — z|? 
palz) = | P J *4]= — z| <e, 
0, jz — z| > e, 
并 选取 常数 C 使 


ftcea= foarte pade 
a Belyn B.(z) 
_ 12 
= f epdp Eiye 
Beynon |z — y|2 — e 
le — z? 
C 一 -一 一 -一 
Bí) T I [z — z|? — e? u 
W p = ç: + Ce2 € Do H 


Ou Ou 
fa (5n) e= fanna (0) a> 


这 就 与 等 式 (3.2.26) 矛盾 . 这 就 证 明了 u 也 满足 Neumann 条 件 
(3.2.20). 
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对 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 


-$ oi] taeu, leh, 


(M) 1 ula) =o, (3.2.27) 


wu (b) + au(b) = c. 
类 人 定理 3.2.1 可 以 证 明 下 列 定理 . 


定理 3.23 HAK p(z) 在 区 间 [a,b] LEET, alz), f(z) 
在 区 间 [a, 引 上 连续 ， 且 在 [a,b] EA ple) > 0,q(z) > 0. 记 


D = (u € C?(({a, b)) NC (la,b])|u(a) = 0}, 


I(u) = [be (z) + 2q(z)u° — saja) dr 


+p(b) {FLOP — cu) }. 
ffi u e D. 如 果 u 是 变 分 问题 


I(u)= min I(o) (3.2.28) 


的 解 ， 则 u 也 是 常 微 分 方程 两 点 边 值 问 题 (M) 的 解 . 反之 ， 如 果 
a 之 0, 且 是 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 (M) 的 解 ， 则 u 也 是 变 
分 问题 (3.2.28) 的 解 . 

在 区 间 端 点 "满足 的 第 三 边界 条 件 (3.2.27) 是 变 分 问题 (3.2.28) 
的 自然 边界 条 件 . 


3.3 二 阶 自 共 轿 椭圆 方程 边 值 问题 


前 面 两 节 关于 Poisson 方程 的 结果 都 可 以 推广 到 一 般 二 阶 自 
Je F 7 ë 


Au = 一 y` Di|a3(z)D;u] + e(z)u = f(z), (3.3.1) 
ij=1 
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这 里 假定 
a(z) = a(x) € c. (Q), ç, j = 1,2, í n, (3.3.2) 
e(z) € C(A, cz) > 0, ENF, (3.3.3) 


> ofzj66 2 alse, Vee Qe Ra>0 — (334 


bj=1 
(a BER #F). 
取 H = L2(0) 及 H 的 移 密 线性 子 空间 


B? = {ue C2(Q)|u = 0 在 60 上 }. 
Xt u,v € B? E 
(Au, u) =f | Deny tae dz, (3.3.5) 
Q |ij=1 


由 此 式 知 4 是 B 上 的 对 称 算 子 . 由 (3.3.5),(3.3.4) 及 (3.3.3), 并 
利用 Friedrichs 不 等 式 得 出 


(Au,u) > af |Du|2dz > ef uds = cellull, c> 0. 
因此 4 为 B} 上 的 正定 算 子 ， 从 而 由 定理 3.1.2 得 
定理 3.3.1 ipu c Bs, f e L2(0Q) B 
B? = (u e C2( u = 0, #EƏQ E). 
WA, u 是 方程 (3.3.1) 的 解 的 充 要 条 件 是 u 是 变 分 问题 


I(u) = min T(v) 


r= f L 于 epepm+ Lefa}? — f(a)o | az. 
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仿照 定理 3.2.1 及 定理 3.2.2, 读者 不 难 证 明 下 列 两 个 定理 . 
定理 3.3.2 设 人 具有 Cl 边界 69,f e cM), y ecan), 
a € C(80), ue C2(Q) n C1(O). j 


I{v) -f Ë y` abi(z)D;uD;u + z(a) 一 res dz 


¿3=1 
+f (io 一 w) ds. 
如 果 u 是 变 分 问题 
一 wea cn I(v) (3.3.6) 


的 解 ， 则 u EZE EHHA E 3 = 56 8 
Auv = f, ÉR 中 ， 


x` ai (z)D;ucos(n,z;) + alz)u = (z), 60 上 (3.3.7) 
ij=1 
的 解 . 反之 , WE u 是 第 三 边 值 问题 (3.3.1),(3.3.7) 的 解 ， 且 在 80 
上 有 afz) > 0, M u 是 变 分 问题 (3.3.6) 的 解 . 
第 三 边界 条 件 (3.3.7) 是 变 分 问题 (3.3.6) 的 自然 边界 条 件 . 
定理 3.3.3 iË fe C(Q) R y ecn) 满足 条 件 


/+ 和 = 


ue D = fue MnC) f -中 


再 设 


那么 ， 羡 是 二 阶 自 共 生 椭 圆 方 程 第 二 变 值 问题 ( 斜 导 孝 问 题 ) 


Au = f(z) #= ñ rh, 
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y` a*t (z)D;ucos(n,z;) = p(z), Æ aN 上 (3.3.8) 


i j=1 
的 解 的 充 要 条 件 是 ， u 是 变 分 问题 


I(u) = min Tt{v) (3.3.9) 
的 解 ， 其 中 


I(x) =f L 5 abi(z)D;uD;u + Sefe)? 一 nen de- f puda. 


条 件 (3.3.8) 是 变 分 问题 (3.3.9) 的 自然 边界 条 件 . 
3.4 二 次 泛 函 变 分 问题 的 可 解 性 


设 DA 是 Hilbert 空间 五 中 的 稠密 线性 子 空间 ，A4 是 DA 上 
的 正 算 子 ， 定 理 3.1.2 得 出 在 Da 中 解 算 子 方程 


Au= f (3.4.1) 
与 解 变 分 问题 
I(u) = min I(v) (3.4.2) 
的 等 价 性 ， 其 中 i 
Iv) = z(4vv) — {f v). (3.4.3) 


但 是 ， 如 果 局 限 在 4 的 原来 定义 域 DA. 中 ， 则 变 分 问题 (3.4.2) 可 
能 没有 解 ; 要 保证 解 的 存在 性 往往 需要 将 Da 适当 扩张 . 

如 果 A 是 Da 上 的 正定 算 子 ， 由 于 4 的 线性 对 称 性 及 正定 
性 条 件 


(Au, u) 2 P llell?, Vu € Daly > 0), (3.4.4) 
我 们 可 以 在 DA 中 引进 新 的 内 积 和 相应 范 数 
[u,v] = (Au, v), (3.4.5) 
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lella =Y z, u] =y (Au, u ; (3.4.6) 
于 是 ， 由 (3.4.4) 得 


1 
llull < llulla, Vu € Da. (3.4.7) 


H 的 子 空间 Da 关于 范 数 || . ||4 完备 化 成 为 一 个 Hilbert = 
间 ， 记 为 HA: 

定理 3.4.1 Ha 是 H 的 一 个 子 空间 , BH Ha C H. 

证 我 们 先 证 明 H, 中 每 个 元 素 对 应 于 H 中 的 一 个 元 素 . 设 
u € Ha, H HA 的 定义 ， 存 在 序列 {ur} C DA 使 得 


lur — ulla > 0, 34k — eo. 


由 于 Da 是 线性 子 空 间 ， 故 wx — u € DA, 利用 不 等 式 (3.4.7) 得 
出 
lluk — wll < Sta — ulla > 0, 当天 一 oo. 

因此 ， 存 在 w c H 使 得 

luk- u'l — 0, 34k — eo. 
TE, H Ha 中 的 每 一 元 素 u, 在 豆 中 均 有 一 个 元 素 w 与 之 对 
应 . 

再 证 明 H, 中 不 同 的 元 素 对 应 于 H 中 的 不 同 元 素 . Ruve 

HA 分 别 对 应 于 uw, v € H, 即 存在 {uz}, {vr} C DA, 使 得 

| 一 ulia 一 0, 34k 一 00, 

[us — || — 0, 34k — oo, 

lles — vlla = 0, Hk — co, 

[lur — o'l + 0, Hk > co. 
如 果 w =v, RAUMEBEBH u= v. H w = o 得 出 

[lur — vell = [fer — w — (uk — vl 


< llu; — u'll + jer — vli — 0, Bk — co. 


因此 ， 对 任意 pE Da # 
lle, us — vell] = (Ap, wn — vn) 
< ll A%1|| [lug — vell — 0, 34k — oo. 


于 是 得 出 
l[le,u — v]! = [[p, us — vi] — lp, tr — u] + [p ve — vll 
< fp, us — vell + llo, us — | + |, uk — vl) 
< |p, ur — vall + Iellallur — vlla 
+Hellallo — vlla — 0, 当 一 co. 
由 此 知道 


pu- o]=0, Ye€Da. 
由 于 Da 在 Ha 中 稠密 ， 由 引 理 2.3.1 得 出 


u—u=0 B u=. 


综 上 所 述 ， 我 们 可 以 把 € H, GREAR u € H 不 加 区 


别 ， 即 视 a = w, 从 而 Ha C 互 ， 证 完 ， 
这 个 定理 说 明 ， 对 任意 uc HA, 存在 [ux] C DA 使 得 


lu, — ulla +0, 3 k — oo, (3.4.8) 
lur — ull —> 0, 34 k — oo, (3.4.9) 
对 uy € DA, 由 (3.4.7) 有 
[wali < 了 lulla. 

此 式 两 端 取 极限 ， 利 用 (3.4.8) 及 (3.4.9) 得 出 

lall < Stulla, Vu € Ha. (3.4.10) 
对 于 Da 上 的 正定 算 子 A, 根据 (3.4.5), ZKZ Á 

I(v) = (hv v) — (f,u),o € DA (3.4.11) 
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可 以 推广 成 1 
J(u) = zee] ~ (f,v),v € HA. (3.4.12) 


定理 3.4.2 设 feH. 对 Da 上 的 正定 算 子 A, 变 分 问题 
J(u) = min J(v), JH (3.4.12) 定义 (3.4.13) 
有 唯一 的 解 uc HA, 它 满足 
[u,v] = {f v), Vu € HA. (3.4.14) 
证 由 {3.4.10) 得 出 


F, o) < IA lell < Miola, Vu € Ha. 


因此 ， (Fo) 在 HA 上 是 o 的 线性 有 界 泛 函 ， 根 据 Riez 表示 定 
理 ， 存 在 唯一 的 4 c Ha 使 得 (3.4.14) 成 立 ， 于 是 ， 由 (3.4.12) 及 
(3.4.14) 有 


J(v) = zo, — [a v] = ze 一 世人 一 划一 Zlu]. (3.4.15) 
此 式 说 明 ， 当 v=w 时 ， J(v) 取 最 小 值 ， 且 
J(u) = min J(e) = -jw 可 (3.4.16) 


如 果 we HA 也 是 变 分 问题 (3.4.13) 的 解 ， 则 由 (3.4.16) 有 


J(w) = min J(v) = -3 (3.4.17) 
而 由 (3.4.15) 有 
J(u) = zw uw — uj — zu, u. (3.4.18) 
比较 (3.4.17) 及 (3.4.18) 得 出 


[w — u, w — u] = 


由 此 知道 w= u, 即 变 分 问题 (3.4.13) 只 有 一 个 解 . 证 完 ， 
如 果 变 分 问题 (3.4.13) 的 解 u € DA, 则 由 (3.4.5) 及 (3.4.14) 
有 
(Au, v) = [wo = (f,u), Vu € Ha. (3.4.19) 
由 于 Da C HA C H, B D £ H H8i%, B 3 H, EH PEREA 
密 的 ， 因此， 由 引 理 2.3.1 可 得 


Àu = f, 


Pi u 是 算 子 方程 (3.4.1) 的 解 . 

一 般 说 来 , 变 分 问题 (3.4.13) 的 解 u € Ha BREA ue DA. 
我 们 把 变 分 问题 (3.4.13) 的 解 u c€ HA, 即 满足 方程 (3.4.14) 的 
u € Ha 称 为 算 子 方程 (3.4.1) 的 广义 解 或 弱 解 . 

例如 ， 当 五 = L2(0) 时 ，4 = 一 人 是 Da =C) LAEE 
HT, ECM 中 定义 内 积 


[u,v] = (Au, v) = f Du. Dudz. 


TE, (Q) 关于 范 数 


llulla = [u u] = ( Í Dužar) 


的 完备 化 空间 为 Ha =W” (Q). 于 是 ， 由 定理 3.4.2 得 出 ， 对 泛 
元 
J(u) = Sinu] — fu) -3/ lpupa -3 Í fuds, 


变 分 问题 
J(u)= min J(v) 
s€W2” (0) 
有 唯一 的 解 4 € Wi (Q), 它 满 足 
[o Dv- fu)de = 0, Vu € WEP’ (Q). 
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这 个 函数 4 也 是 算 子 方程 
Ax = f 


在 W” (Q) 中 的 广义 解 ( 弱 解 ) 也 称 为 Poisson FP Dirichlet 问 


题 
{ _ Aw= f, Enp, 
u=0, 在 0 上 ， 


在 Wi (Q) 中 的 广义 解 (9) 8). 
FA (3.4.14) 定义 了 一 个 线性 算 子 G : H — Ha, 即 每 一 fe 
H 对 应 于 唯一 的 w = Gf € Ha 使 得 


[Gf v] = (fiv), Və € Ha. (3.4.20) 


由 于 Ha cH, GETEA H — H 的 线性 算 子 ， 

定理 3.4.3 对 Da 上 的 正定 算 子 A, 由 等 式 (3.4.20) 定义 的 
HT GEÈH> H, 的 线性 有 界 算 子 ，G 也 是 H 上 的 对 称 有 界 算 
子 . 

证 显然 算 子 G 是 线性 的 . 对 任意 f,h e H, 在 (3.4.20) 中 取 
u= Gh € Ha 得 出 


[Gf,Gh] = (f,Gh), Vf,h € H. 
由 此 式 及 (3.4.20) 又 得 出 
(f,Gh) = [Gf,Gh| = [Gh,Gfl 
= (h, Gf) = (Gf.h), Vf,h € B. (3.4.21) 
此 式 说 明 ， G 是 豆 上 的 对 称 算 子 ， 由 (3.4.21) 及 (3.4.10) 得 出 
GHIR = [G4,G#] = (f,Gf) 


< Hi GAH < Walles, ve. 


由 此 知 | 
IIGfl|a < zlih vf € H. (3.4.22) 


这 个 式 子 说 明 ，G 是 互 一 五 4 的 有 界 算 子 ， 再 利用 (3.4.10), H 
上 式 得 出 


1 1 
1GH < ziela < 元 | vf € H. 


HUM K HB, G 也 是 H 上 的 有 界 算 子 ， 证 完 . 

由 (3.4.20) 看 出 ， 算 子 方程 Gf = 0 有 唯一 的 解 / = 0 , A 
R, GHEAT G! 存在 . 对 任意 we DA, H (3.4.20) 及 (3.4.5) 
得 出 

[GAu, v] = (Au,u) = [u,v Vo € Ha, 
从 而 有 
GAu=u, Vu€ DA 
或 者 
Au= G lu, YoE HA. 


ERRI, SFG 是 算 子 4 的 扩张 ， G-1 的 定义 域 Da 满足 
DA C DA C HA. 


如 果 我 们 把 算 子 ARA 4 的 扩张 Gl, 则 有 G = A7. 
对 于 满足 条 件 (3.3.2) ~ {3.3.4) 的 一 致 椭圆 算 子 


Au=— y Dulas (z) D;u] + c(z)u, (3.4.23) 
%7=1 
Hz H = 72(0), 则 4 是 Da = C2(N) 上 的 正定 算 子 .在 Da = C2(Q) 
中 定义 内 积 
[s u] = (Au, v) = Alw, v) 


-f p a (z) D;uD;u] + C(z)uv | dz. 


í, j=1 
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由 条 件 (3.3.2) 及 (3.3.3) 可 设 
ta {s)| < M, i,j=1,2,:.. ,n, 
ie(z)| < C. 


于 是 ， 由 Friedrichs 不 等 式 得 出 


lelh = [w,u] = A(u, u) 


= f P a(z)D;uD;u + sa! dz 


i j=l 


. ' ; 
; 2 3.4.24 
<u f ($ iwa) de +0 f az ( ) 
2 2 
< am f IDufdz + Ci Í IDu|?dz 
=02 f |Duil?dz， C; > 0. 
n 
由 条 件 (3.3.3) 及 (3.3.4) 又 可 得 出 
|lz:||2 = [e u] > af |Duļ ds, a> 0. (3.4.25) 
G 
合并 (3.4.24) 及 (3.4.25) 得 
valiDulls < [lulla < C2llDullz, 


即 jlulla 与 Dulls 为 等 价 范 数 、 因 此 


Ha = C8( 人 9) 关于 范 数 上 | - ||4 的 完备 化 
= C8() 关 于 范 数 ||Dul|s 的 完备 化 
= Wi*?(0). 


于 是 ， 由 定理 34.2 得 出 ， 当 fera) 时 ， 对 泛 函 


J( = 3 可 一 (由 


= 2/ p “panas teen] dz - f fuda, 


i j=l 


变 分 问题 
J(ü)= min J(v) 
vew (GQ) 
有 唯一 的 解 uc WEO), 它 满足 
[ws] = Alu, o) = (fu), Ve € H, = Wo” (Q), 


即 


Í p a" (z)D;uD;u + saa dz = f az, Vo € Wo” (Q). 


ij=l 
这 个 解 v 就 是 算 子 方程 
Au = — 3 Dila (z)Dju] + c(z)u = f 
i j=l 
或 Dirichlet 问题 


Au= f, EQN rh, 
u = 0, EME 


的 唯一 广义 解 . 这 时 ， 由 等 式 (3.4.20) 定义 的 算 子 G 不 仅 是 五 = 
ILO) 一 H, = Wo” (Q) 的 线性 有 界 算 子 及 H 上 的 对 称 有 界 算 子 
(定理 3.4.3), TAE (N) + W4 (Q) 的 紧 算 子 ， 即 有 下 面 的 
EH. 
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定理 3.4.4 对 于 由 (3.4.23) 定义 且 满 足 条 件 (3.3.2)~(3.3.4) 
的 一 致 椭圆 算 子 4, 算 子 G = A-! B H > H PO) 一 
m?) 的 紧 算 子 . 

证 WH = (QO) 中 任意 有 界 集合 S, W 


fl < M, fes. (3.4.26) 


利用 不 等 式 (3.4.22) 得 
leflla < Slilh < =, vfe s, (3.4.27) 


即 G 8 H FEREG S WR Ha =W O 中 的 有 界 集 合 
GS = (Gf|f € 8). 
由 定理 2.6.3 知道 ， WO 中 的 有 界 集合 GS 在 LR) 中 为 列 
ER. BEI) {Gfk} c GS(f. € S) H (Gf,) 在 LA) hik. 
由 {3.4.20) Æ (3.4.26) 得 出 
IG fr — GAl = [GC — f, Gle — Fol 
= (fs — fu Gr — fù) 
< || — #fillə||G( f; — fll; 
< (fellz + l| #illə||G(fs — fdl 
< 2M||G fk- Gfillz + 0, k,l > oo. 
因此 序列 {Gf} 在 Wa” (Q) 'h ib b raka. 从 而 GS 在 H, = 
WE M 中 是 列 紧 集 ， RENT GH H =LO 中 任意 有 界 集 
ASRR HA = W (Q) 中 的 列 紧 集 合 , BI G 是 L) — wi (Q) 
HRAT. EZ. 
35 二 阶 自 共 轧 椭圆 方程 的 特征 值 问题 
设 4 是 由 (3.3.1) ELD MAH B jt — sun Br T, Bh 


Au = — 3 Dilat (z)D;u] + e(z)u, (3.5.1) 
j=l 
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其 中 系数 a(x) 及 c(z) 满足 条 件 (3.3.2) ~ (3.3.4). 记 


A(u, z) =f (È ab3(z)D;u D;u + “e= dz. (3.5.2) 
Q V¿j=1 
对 实数 X, 如 果 存 在 函数 O Z ulr) € W (Q) 使 得 

Afu, o) = Au,b), Vu € WEO), (3.5.3) 


即 


f p alš(z) D;uD;u + “e= dz = af uvdr, Yo € WI” (Q), 

o | 

则 称 A 为 算 子 4 Bz — Br Ë R B Jy E Dirichlet 问题 (特征 值 问 

题 ) 

(3.5.4) 

u = 0, 在 09 上 

的 (广义 ) 特征 值 , 称 u 为 对 应 于 特征 值 X 的 (广义 ) 特征 函数 . 
HEE u c WE (Q), 由 条 件 (3.3.2) ~ (3.3.4) 及 Friedrichs 不 

等 式 得 出 


I Au = Xu， 在 9 中 ， 


Q(u) = Alu, u) = f p abi(z)D;wD;u + ce(z)u2 
2 lia (3.5.5) 


>e Í (Duds = allla > dlull,e > 0. 
t 


Hik 


J(u) = en >c>0, VOZ ueW(Q). (3.5.6) 


此 式 说 明 ， 泛 果 J(u) 有 正 的 下 界 . 因此 ， 如 果 定 义 
. Q(u) . 
k= if -= inf , 3.5.7 
1 ozuewiato lelg sewi? llulp=a (s) (3.5.7) 
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JJ 2, > c > 0. SEH A 是 算 子 4 的 最 小 特征 值 . 
取 Q(u) 的 极 小 序列 {ur} c W2 (Oakllz = 1(k = 1,2,--.), 
使 得 
Jim -Q(uk) = M. (3.5.8) 


由 此 式 知道 数列 [Q(ux)) 有 界 , 再 由 (3.5.5) 得 出 数列 (llu; |z) 有 
界 ， 即 {us} 是 WET) 中 的 有 界 序列 ， 由 定理 2.6.3 知 序列 (us) 
RLO 中 的 列 紧 集 ， 因 此 ， {u} 有 子 序列 ， 仍 记 此 子 序列 为 
[urh CE LO) 中 收敛 于 一 个 函数 u e L(A), BJ 


lluk — ull —+ 0, 当 — co. (3.5.9) 
因为 Q(u) Æ u HZA., SiE 


o( === wJ) +Q (== =) = e+ QG). (3540) 


HH (3.5.7) 知道 
Qla) > Allel, Yu € Wo” (Q). (3.5.11) 


由 (3.5.9) XADE ||ellz = 1 E 


1 
— = zll- u + u ~ uj|2 
1 
< zle- ul + 5 L Ilu — ulla — 0, 
Wk, i 一 oo. 
由 此 知道 + 
m u, žk l — oo. 
从 而 有 
| ll =1, k,l > oo. (3.5.12) 
2 


H (3.5.5), (3.5.10)~(3.5.12) 及 (3.5.8) 得 出 


G 
zle — ula 


2 
=al] <Q ESS 
1,2 
3 
tuk L u 


Salu) + zlu) — M 


2 2 


a 当 k,l co. 


即 {us} 是 Wi2(9) 中 的 Cauchy 序列 .再 由 (3.5.9) 知道 
u E€ W) (nN), Ilts — ull —+0, 34k, > oo. (3.5.13) 
由 此 可 设 ， 存在 正常 数 M, 使 得 
llu|ii,2 = liDulls < M, (3.5.14) 
Dax = Deuslls < M,k = 1,2,.…. (3.5.15) 
由 (3.3.2) 及 (3.3.3) 又 可 设 : 存在 常数 A 及 C, 使 得 
leii(z)| <À 人 了 = 12 ,n), (3.5.16) 


te(z)| < C. (3.517) 


根据 Q(w) 的 定义 (3.5.5), 由 (3.5.14) ~ (3.5.17),(3.5.13) 及 (3.5.9) 
得 出 


|Q(us) — Q(u)| 


-|f È a (2)( Diu} D;uk 一 D;uD;u) + e(z)(uk 一 J dr 


n 
<|f 
Q 


i j= 


jai (zj Diws — Diu) D;uy + D;u(D;ux — D;u)| dz 
1 


+ Í ke(z)||(uks + u)(us — u)ldz 


< A J (||Diur — D;ul|ə||D;usl||z + Diela Djur — D;ullo) 


¿j=1 
+C||uk + vilele — ull; 
< nA(||D(us — u)|lə||Duki|> + || Dul|2||D(us 一切 jj) 
+C(|luk||ə + llul|2)||us — ull 
< mMAM||D(ur — Wla + 2C||ux — uil 
< 2nAM||uy — ulli + 2C||uk — vlz > 0, 24 k — oo. 
由 (3.5.8),(3.5.6) 及 上 式 得 出 


X = lim qun) = Ql) = UD 
E200 leli (3.5.18) 


= J(u) = if J(v). 


_ 0Ze€W2"2 (0) 
对 任意 ye W3? (Q), 根据 上 式 得 出 


J(u) = inf J(u + te). 


由 此 知 
9J(ü+to)) y, 3.5.19 
En o ( ) 


由 (3.5.6),(3.5.5), 经 计算 得 出 
Qutto) _ QW + Alu, s) + PQl) 


+t) aqe tall at) + lvl 
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ƏJ(u+tu) — “2A(u,u) + 2tQ(u) 
a — llul + 2élu, v) + #|jo||; 
_ QG) + Alu, v) + PQ v) + 2l] 
[lla]||2 + 2t(u, v) + #2||ol|2]2 
以 此 式 代 入 (3.5.19) 得 出 


Ano) - 9) uo) = 0. 


jlu|i2 
由 此 式 及 (3.5.18) 得 出 
A{u,v) = à (u, v), 
即 (3.5.3) 对 任意 ye WIPO) 成 立 . 因此 ， Xi 是 算 子 4 的 特征 
值 ，% 是 对 应 于 X 的 特征 函数 . 
设 和 为 4 的 任意 特征 值 ， 即 存在 0 头 刀 e W” (Q) 使 得 
Alw, v) = X(u,ə), Və € W) (Q). 


在 此 式 中 ,， 取 42+=w 得 出 
Aww QO). Qe) 
(ww) — |Fo|Ë “ ozvew:? Telg 
这 就 证 明了 à 是 A 的 最 小 特征 值 ， 
我 们 可 以 采用 下 列 方法 依次 求 出 算 子 4 的 所 有 特征 值 ， 
假设 我 们 已 经 得 出 算 子 4 的 和 -1 个 特征 值 e Amam 之 
2), H 


ÀM < À> <... < Am- (3.5.20) 
对 庶 于 Àl: À>, ... ; Am 的 特征 函数 为 
Ul, 21 (3.5.21) 


且 llla = 1(k = 12……,m — 1). 函数 组 (3.5.21) 的 所 有 线性 组 
合成 为 L) 的 一 个 线性 子 空间 ， 叫 做 组 (3.5.21) 在 LN) 中 生 
成 的 子 空间 ， 记 为 


Vin-1 = span{u1, uz, ;um-1}. 
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以 Vi 表示 Vm- 在 LO) 中 正 交 补 空间 . 
REZA J(u) 的 有 界 性 (3.5.6), 我 们 将 证 明 


m= inf J(u) = inf Q(u) (3.5.22) 
ozuEe WI O) ueW" (MMV 
就 是 算 子 4 的 第 m 个 特征 值 . 


重复 上 面 讨 论 变 分 问题 (3.5.7) 的 步骤 可 以 证 明 ， 存 在 函数 
um E WIP) n Vi 使 得 
llu,,||2 = 1, (3.5.23) 


Am = Q(wa) = lan) (3.5.24) 


= J(v) = inf Q({v), 
OFvEWOT ANVE seW22(Q)riyL llella= 
Alum: V} = Amltim: v) Y v € WE (Q) n Vt- (3.5.25) 
对 任意 u c WEP), W o e L2(Q), 由 定理 2.4.2 知道 ，v 可 
以 表示 为 


u= +o E W. EV (3.5.26) 
因而 
m-l 
$= Y aru € W) 2 (Q) n Vn, (3.5.27) 
í=1 


这 里 ar, am-i 均 为 实数 . 
因为 u stm- 分 别 是 对 应 于 特征 值 为,… ,和 Am-1 的 特征 
函数 ， 所 以 对 i = 1 … ,m 一 1 均 有 


Alun v) = Xu 0), Yo cw A). (3.5.28) 


因此 ， 由 (3.5.2),(3.5.27) 及 um € Vi 得 出 


m—1l 
Alum, $) = A(Y, tim) =Á b “waw. 
i=1 


(3.5.29) 
m-l m-l 
= Y s A(usua) = Bashi tm) = 0, 
i=İ i=1 


(um, 0) = 0. (3.5.30) 
再 由 (3.5.2),(3.5.26),(3.5.29),(3.5.25)- 及 (3.5.30) 得 出 


Alum, v) = Alum, p+ p) = Alum, $) + Alum, p) 
= Alum, p) = Xa (umo p) 
= Xalum, Y + @) = Am (tm v}. 


HF v € W22(0) 是 任意 的 ， 上 式 说 明 u = um WERI (3.5.3)， 
即 Am 是 算 子 4 的 特征 值 ， wm 是 对 应 于 Xm 的 特征 函数 ， 由 等 
A (3.5.24) 易 知 Àm 2 Am -1， 

由 于 WEO) 是 无 限 维 空间 ， 按 (3.5.22) 得 出 算 子 A 的 特征 
值 的 无 限 序列 


0<M<A <: < M: (3.5.31) 
及 其 相应 的 特征 函数 序列 
型 1，12 tt Umat. (3.5.32) 


关于 算 子 4 的 特征 值 (3.5.31) 及 对 应 的 特征 函数 (3.5.32) 有 
下 列 一 些 重要 性 质 . 
性 质 1 最 小 特征 值 Xr 对 应 的 特征 函数 w(x) 可 以 取 来 满足 
ulz) > 0,Vz € Q. A = Q(u),u € WPN). 
证 ”上面 已 经 证 明 , 最 小 特征 值 和 及 其 对 应 的 特征 函数 4 满 
= 
X = Q(u),u € Wo” (Q), llull = 1. 


我 们 取 w = lu(z)|,V € $t, WJ 
w € WE? (Q), iwl = 1. (3.5.33) 
R i (3.5.5) 知道 


Q(u) = Q(|u|) = Q(u) = à. (3.5.34) 
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此 式 说 明 , 以 w 代替 名 后 , 等 式 (3.5.18) 仍 成 立 . 前 面 已 经 证 明 ， 
当 u € We?(n),|luliz = 1 满足 (3.5.18) W, u 就 是 对 应 于 特征 值 
和 1 的 特征 岁数 ， 因 此 ， 由 (3.5.33) 及 (3.5.34) mË, w= |u] 是 对 
应 于 特征 值 和 1 的 特征 冰 数 . 
性 质 2 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 在 LO) 中 是 正 交 
的 . 
证 设 特征 值 A4, Xm 对 应 的 特征 函数 分 别 为 wx, um, B. 和 Z 
Am: 由 (3.5.3) 有 
A(Uk, Um) = Xuk(uk, üm), 
A(um, uk) = Am (ta tk}. 
但 由 (3.5.2) 有 
Aluk, Um) = Alum, uk). 
由 上 面 三 个 等 式 得 出 
(Ak 一 Avaya) = 0. 
由 此 知道 ， 当 Àk £ Àm 时 有 (Uk, im) =0. 
性 质 3 HATA- REARS ARTARAK Y EAM, 
或 者 说 ， 对 应 于 每 一 特征 值 的 特征 函 教 空间 是 有 限 维 的 . 
证 与 结论 相反 ， 假 定 对 应 于 特征 值 入 有 无 限 多 个 线性 无 关 


的 特征 函数 (oy, PARECE LO 中 是 规范 正 交 的 ， 即 
(vk ui) = óy(k,1 = 1,2,:…),6k 为 Kronecker 符号 


| L, “k=l, 
bkt = 
0, "kL 
由 (3.5.5) 及 (3.5.3) 有 
allvel? 2 < A(uk; uk) = Abu， vk) =A k=1,2,.…, 
即 (ux) 为 WEO 中 的 有 界 集合 ， 由 定理 2.6.3, {v} 是 L2(Q) 中 
的 列 紧 集 ， 因 此 ， {v} 在 LN 中 有 收 敏 的 子 序列 ， 但 这 是 不 可 


能 的 ， 因 为 对 任意 两 个 特征 函数 ve ulk Z D A llor- vll = 2. 
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性 质 4 特征 值 序列 (3.5.31) 满足 
im Àm 一 +oo. 
证 相反 ， 设 特征 值 序列 (3.5.31) FARK, VUrfrfErir K 


使 得 
0< Àm < Kfm= 1,2,---). 


不 妨 假定 对 应 于 特征 值 序列 (3.5.31) 的 特征 函数 序列 (3.5.32) 在 
L2(9) 中 是 规范 正 变 的 ， 即 (uk, w) = 到 于 有 一 1 2). 由 (3.5.5) 


好 lun < Alum: ua) = Malu ua) = àm < K. 


即 (uk) 是 WPO 中 的 有 界 序列 ， 因 而 可 以 在 L2(Q) 中 选 出 收 
KEFFA, BS jhim — ull = V2(m Z D 相 矛 盾 . 

EES 特征 函数 序列 {3.5.32) 是 空间 WEO) 的 基底 . 

证 ”由 上 一 节 知 道 ， 五 4 = WI’) E D. = C2(0) 关于 范 
数 


lulla = [u u]? = A(u,u)3 
的 完备 化 ， HA 中 两 个 函数 u,v 的 内 积 为 
[u, v] = A(u, v). 


假如 特征 函数 序列 (3.5.32) 不 是 Wi?) HEE, UN£FdE O Z o e 
WITO) ER v 5 (3.5.32) 中 所 有 函数 均 正 交 ， 即 


lumi u] = Alum t) =0, m=1,2,3,--: . 
因 um 为 对 应 于 特征 值 Aw 的 特征 向 量 ， 由 上 式 得 出 
O = Alum Y) = XM⁄(ua u), m=1,2,3,.... 
由 此 式 及 Am > 0 推出 


(ua, 9) = 0, m= 1,2,3,...， 


W v 在 O) 中 与 usuaus HEX. BUR, NAA m 一 
2, 3,: Y 在 PN) 中 与 Vm- 1 一 span{ur, ,tm—1} 正 交 ， 即 
vE Via. H 0 Z ç € W22(Q) n Vi 根据 (3.5.22) 有 


此 式 右 端 为 一 确定 的 正 数 ， 而 由 性 质 4 有 lim Xm = +eo. 这 就 
得 出 了 了 矛盾 的 结果 ， 


3.6 Riesz 方法 


微分 方程 的 定 解 何 题 ， 只 有 当 方 程 、 所 讨论 的 区 域 及 定 解 条 
件 都 很 简单 时 ， 才 有 可 能 求 出 其 精确 解 . 大 量 的 定 解 问题 是 求 不 
出 精确 解 的 ， 对 物理 、 力 学 和 工程 技术 中 提出 的 许多 微分 方程 定 
解 问题 ， 如 果 能 求 出 近似 解 ， 其 近似 程度 又 符合 实际 的 要 求 ， 那 
么 近似 解 的 用 处 并 不 亚 于 精确 解 . 而 且 在 实际 问题 中 ， 推 导 微 分 
方程 时 , 往往 需要 做 一 些 简化 假定 ， 同 时 定 解 条 件 (如 观测 得 到 的 
数据 ) 一 般 都 是 近似 的 ， 所 以 实际 微分 方程 定 解 问题 往往 只 能 近 
似 地 反映 所 研究 的 自然 现象 和 规律 ， 因 而 其 精确 解 也 只 能 是 研究 
对 象 物理 性 态 的 近似 描述 ， 因 此 ， 近 似 解 法 在 实际 应 用 中 有 重大 
意义 . 

本 节 介 绍 求 变 分 问题 近似 解 的 一 个 古典 方法 一 一 里 斯 方法 . 
下 一 节 介绍 与 变 分 法 密切 相关 的 人 项 辽 金 方法 .下 一 章 再 介绍 当前 
工程 技术 中 广泛 应 用 于 求 近似 解 的 一 种 变 分 方法 一 一 有限 元 素 
法 . 

我 们 先 用 一 个 简单 的 例子 说 明 里 斯 方法 的 基本 思想， 

例 1 由 定理 3.2.3, 求 常 微分 方程 边 值 问题 


d 
| = (z+ Dž] +2u=4r- z", ze (0,1) (3.6.1) 


al0) = w'(1) = 0 


的 解 可 以 化 为 在 函数 类 
D = {v € C°((0,1) n O([0, 1|)|o(0) = 0) 


中 求 变 分 问题 
I(u) = min1(e) (3.6.2) 


MERA, Hp 
1 
I(u) = f EO + [u(z)]? — (4s — zu dz. (3.6.3) 
0 
设 九 中 的 函数 可 以 展开 成 每 级 数 
u(z) = az + ag? L... amk... (3.6.4) 


里 斯 方法 就 是 在 无 穷 级 数 (3.6.4) 中 取 前 面 有 限 项 的 和 作为 近似 
解 . 如 果 取 前 大 项， 即 在 变 分 问题 (3.6.2) 中 以 


Dp = {v = a£ + azz? +. T akzF|ay, ax € R} 
RE D 而 求 变 分 问题 


I(ux) = min I(v) (3.6.5) 


的 解 u, € Dr. 为 了 具体 计算 ， 我 们 现在 求 会 两 项 的 近似 解 ， 以 
u = arm + aəz2 € Dz 代入 (3.6.3) 得 出 


1 
1 
I(u) = Í [s (ai + 2aəm)2 + (az + oo dz 


_ f Tt — z?)(az + az2?)}dz 
= f (=F +a?) a$ + (e +a? + aaa) | de 


i 
+ f [(2z2 +27" + z*)a2 — (427 — r?)aj — (4z? — xt )az}de 
0 
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+ (2+i+i)s- 4_1l)o- (1-l)e 
3725/7377“ 57 “ 


(3.6.6) 
这 是 aras 的 二 次 函数 ， 和 欲求 变 分 问题 (3.6.5) 当 k = 2 时 的 解 
(z) = aiz 十 a222, 只 各 选取 a1,a2 使 (3.6.6) 取 极 小 值 ， 因 此 有 
Əla) 13 13 13 _ 
“Gor 6mt ATT 


BI(v) 13 41 4 


ðaz g” 5” 5 
解 此 线性 方程 组 得 出 


于 是 得 出 了 近似 解 


gł 


v(x) =z- pw 
实际 上 ， 这 个 解 就 是 边 值 问题 (3.6.1) 的 精确 解 . 
设 H 是 可 分 的 Hilbert 空间 ， Da 是 H 的 稠密 子 空间 ， A 


是 Da 上 的 正定 算 子 ， Ha 是 Da 关于 内 积 
[u, v] = (Au, v) 


所 确定 的 范 数 
llulla = (Au,u)š 
的 完备 化 ， 上 面 的 例子 告诉 我 们 ， 用 里 斯 方法 求 微分 方程 边 值 问 
是 的 近似 解 的 原理 及 步 驴 如 下 : 
1. 将 微分 方程 边 值 问题 化 为 算 子 方程 


4u = f,f e H. (3.6.7) 


由 定理 3.1.2 及 定理 3.4.2 知道 ， 求 算 子 方程 (3.6.7) 的 ( 弱 ) 解 等 


NEREZE 
J() = Zle] — (fo) 


HO JN 84848 PS 3. 


(3.6.8) 


2. 选取 序列 {pr} C DA 使 {pw} 成 为 HA 的 一 个 基底 (下面 
将 证 明 ， 只 需 选取 {pr} C DA E {Ap} 为 五 HERR T) 这 


种 函数 列 {yk} 称 为 坐标 函数 列 . 
3. 将 前 大 个 坐标 函数 的 线性 组 合 


k 
uk = Š api 
i=1 


EA v RAZE (3.6.8), HEA k TAA araz 


数 
J(uk) = [ue ua] — (fiur) 


k 


1 
2 


x, j= 
选取 a1,a2,… ,axr 使 上 式 取 极 小 ， 即 要 求 


ƏJ(u) 
ai 


于 是 得 出 线性 方程 组 


k 
Y [os pila; = (f, pi), i= 1, 2, ... , k. 
j=1 


k 
majl pi] — 2 ailf, pe). 
1 i=ł 


(3.6.9) 


' ,ak ËJ — XK Š 


(3.6.10) 


k 
= $ alpo ps] (fpi) = 0, t= 1,2,... ,k, 
J=1 


(3.6.11) 


4 ， 解 线性 方程 组 (3.6.11) 得 出 aan e ar, BETRA 


(3.6.9) 即 得 出 近似 解 uk. 
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我 们 看 到 ， 线 性 方程 组 (3.6.11) 的 系数 行列 式 


nyl] puez ` [prnpr 
[gp2, Pp1] ezne = Pz pl 
[prne] [prp] …， ier pr] 


RÉM oi, pa ex 的 Gram 行列 式 . 由 于 pi,paz…… pe 是 线性 
无 关 的 ， 所 以 这 个 Gram 行列 式 不 为 零 ， 从 而 线性 方程 组 (3.6.11) 
有 唯一 的 解 a1, az, Gk. 

可 以 把 方程 组 (3.6.11) 改写 成 


[un, gi] 一 (f, Pi) 1=1,2, `` , k. (3.6.12) 


利用 Gram-Schmidt 正 交 化 程序 ， 我 们 可 以 将 基底 {p} 化 为 Ha 
的 规范 正 交 基底 {yx}, 其 中 


Pk = Ck PL + Erp 二 -二 Cak Chk 2 OR = 1,2,.…， (3.6.13) 
或 者 
Ph = dki + drab + + deb Chk Z Ok = 1,2,- , (3.6.14) 


设 由 基底 (ox) 变 到 基底 {Wk} 后 ， 近 似 解 (3.6.9) ER 


k 
uk = Y by. (3.6.15) 
了 一 1 
对 方程 组 (3.6.12) WA i PARRA cu, 再 对 i 从 1 工 到 大 求 和 ， 
得 出 近似 解 (3.6.9) 应 满足 线性 方程 组 


"uz; yi] = (f, Wi), l= 1,2, k. (3.6.16) 


这 个 方程 组 也 是 近似 解 (3.6.15) 应 满足 的 方程 组 ， 由 线性 方程 组 
解 (3.6.16) 的 唯一 性 知道 ， 对 两 组 等 价 的 基 认 {ps} 与 (ky, 用 里 
斯 方法 求 出 的 近似 解 (3.6.9) 及 (3.6.15) 是 相同 的 . 
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由 于 (0) 是 HA 的 规范 正 交 基底 ， 由 (3.6.15) 及 (3.6.16) 得 
出 
k 
bi = 》 bp] = lump = (fb) G < < h). 
j=1 


以 此 式 代 入 (3.6.15) 得 出 近似 解 


k 
uk = YF, by) (3.6.17) 
j=1 
现在 证 明 : 对 Ha 的 规范 正 交 基 请 {vi 用 里 斯 方法 求 出 的 近似 解 
(3.6.17) 恰好 是 精确 解 关于 {Yi} 的 Fourier 级 数 的 前 大 项 之 和 . 
根据 定理 3.4.2, 对 泛 函 (3.6.8), 变 分 问题 


J(u) = min J(%) 


有 唯一 精确 解 ve Ha, 它 满足 
[u, o] = (fv) Yve Ha. 


由 此 知 | 
[u, pi = (fti) i= 1,2, 

于 是 ， 由 定理 232, 精确 解 可 以 展 为 Ha 的 规范 正 交 基底 {v} 

的 Fourier 级 数 如 


u= Y ept: = SO, vii- (3.6.18) 
i21 i=l 
这 就 证 明了 近似 解 (3.6.17} 是 精确 解 的 Fourier 级 数 (3.6.18) 的 前 
k 项 之 和 . 
由 HA 中 的 元 素 orpo ,Pa 的 所 有 线性 组 合 组 成 五 4 的 一 
个 子 空间 , 叫做 pnp e ,es 生成 的 子 空间 , 记 为 Vi = span{p1， 
2 Qk). 于 是 ， 方 程 组 (3.6.12) 可 改写 成 


[uz v] = Fv) Vu € Vp. (3.6.19) 
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定理 3.6.1 对 HA 上 的 诈 函 (3.6.8), z u € E, 是 变 分 问题 


J(u) = min J(v) (3.6.20) 


的 解 。 Ve Æ Ha Bj k 维 子 空间 ， ur € Vk 是 变 分 问题 


J(uk) = min Jo) (3.6.21) 


的 解 ， 那 么 ux E u fe V; EWR, BI 
|lu — ux||a = dist(u, Vk). (3.6.22) 
证 AA u 是 变 分 问题 (3.6.20) 的 解 ， 由 定理 3.4.2 得 
[us — u= (fv — u), Vo € W. (3.6.23) 
又 因 us 是 变 分 问题 (3.6.21) 的 解 ， 由 (3.6.19) 有 
luk v — uk] = (f, — uk), Vo EV. (3.6.24) 
将 (3.6.23) 及 (3.6.24) 相 减 得 出 


[u—uks—uk=0 We. 


(lu — wl = [e — up u — v] + [u ug] 
= [u — ug, u — u] 
< lu — walla llu — olla, Vu € Vk. 
从 而 有 
lie — walla < llu — vlla, Vo € Ve. 
于 是 


dist(u, Vz) < |[u — uk||a < an [ju — vlja = dist(w, Vk). 


由 此 得 出 等 式 (3.6.22). 证 完 . 
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Ë f € H. HEE ve 五 4 有 
< < r 2 1 2 
(fo) < [FI ell < —llel|° + >fl . 
HE, 2H (3.6.8) 利用 不 等 式 (3.4.10) 得 出 


J) = ¿Fss]- (fy) 


2 2 
了 2 了 2 ， 1 2 
>L 一 | 二 — 
> Il (ll + zale) 


1 2 
= -zø!lfll : 


即 J(v) 在 H, 上 是 有 下 界 的 . 
定义 设 4= if J(s). 如 果 序列 (uk) C Da 满足 


Ju) > J(ua) > > J(uz) > Tugt1) > , (8.6.25) 
J(u) >d, Hk — oo, (3.6.26) 


则 称 {wx} EZE J(v) 的 极 小 化 序列 . 

定理 3.6.2 设 算 子 4 在 Da EEE, {pr} C Da, H {pr} 
是 Ha HER, uk 是 用 里 斯 方法 求 出 的 变 分 问题 (3.6.20) 的 近似 
R. MA, {u} EZA J(u) 的 极 小 化 序列 ， 且 当 + 上 一 oo BF, wk 
在 HA 中 {也 在 H 中 ) 收敛 于 变 分 问题 (3.6.20) 的 解 u. 

证 因为 (ex) 为 HA 的 基底 , 根据 Gram-schmidt 碧 交 化 法 可 
以 得 出 Ha 的 规范 正 交 基 底 {4r} C DA, 使 得 对 所 有 k = 1,2,.…， 
有 

Ve = span{pl ,ep = span{ bi, ,We}. 


对 变 分 问题 (3.6.20) 的 解 u E€ Ha, 由 定理 2.3.2yw 可 以 展开 成 {ws} 
的 Fourier 级 数 
u= Ye, yilgi- 


因此 ; 对 于 有 限 和 
k 


uk = Y lu, bi] € V, 


t=1 


有 
u — u #fEHAr. (3.6.27) 
由 此 ， 利 用 不 等 式 (3.4.10) 可 得 
u —u ÆHF. 
因为 
VC V, C... C V. C... C HA, 
于 是 


> 
此 不 等 式 ， 根 据 (3.6.20) 及 (3.6.21), 可 改写 成 
Jn) > J(ua) 2- > Jü) 2 > Tu) =d (8.6.28) 


根据 J(v) 的 表达 式 (3.6.8) 及 (3.6.27), 由 上 式 得 出 
0 < J(u) — J(u) 


= Slumun (frun) = Slet + (fa) 
1 

= (luel — Nell) 一 (four — v) 

< 2(llus||? — llull2) + llie — ull 

—+0 2HE— oo. 


HIERZ (3.6.28) 得 出 


J(u) + J(u) = d = f J(s). 
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此 式 及 (3.6.28) 说 明 {wx} HEA J(v) 的 极 小 化 序列 ， 证 完 ， 

下 面 的 定理 说 明 ， 当 序列 {wus} C DA tt, RE {Ayr} 是 H 
的 基底 ， 则 (ek) 可 以 选 作 举 标 函 数列 . 

定理 3.6.3 W A R: DA 上 的 正定 算 子 , 序列 {yk} C DA. 如 
果 {Apr} 是 H HER, M {gs} 是 HA 的 基底 ， 

证 设 {Apr} 是 五 的 基 诡 ， 对 任意 ,如 果 有 


aip + azp + °: ` + apk = 0, 
则 由 4 是 线性 算 子 ， 以 4 作用 于 上 式 得 出 
ay A +az4pz 十 :… 十 ak4on = 0. 
由 于 Apn Aprn o Apr 是 线性 无 关 的 ， 故 有 


ai = as = = Gk = 0. 


这 就 证 明了 pp pk Æ HA 中 是 线性 无 关 的 . 因为 由 上 的 
任意 性 知道 序列 {pa} 在 Ha 中 是 线性 无 关 的 . 
再 证 明 {p} 是 Ha OER RA ve HA, 使 得 


[ph 四 =0， 大 =1,2……， (3.6.29) 
由 内 积 p] 的 定义 (3.4.5) 得 出 
(Apk v) = [pr v] = 0, k=1,2, +.. 


因 {Apa} 是 H UER. AveHa C 五 ,由 上 式 及 基底 的 定义 ( 见 
2.3 WEN 3) 得 出 v = 0. 这 就 证 明了 Ha 中 满足 条 件 (3.6.29) 的 
TR o VAF, B {pk} 是 HA HER. 

例 2 下 端 固定 而 上 端 受 力矩 作用 发 生 捏 转 揭 柱 体 ， 其 应 力 
函数 p(z,y) WE Poison 方程 及 零 边界 条 件 


Ap = 2G0， 在 9 内 ， 
e= 0, 在 89 E, 


{3.6.30) 


其 中 G 为 柱 体 的 剪 切 弹 性 模 量 ，6 为 柱 体 单位 长 度 的 扭转 角 . W 
柱 体 截面 积 为 矩形 


N = {(z,y}0 < x <a,0 < y < b}. 
解 边 值 问题 (3.6.30) 等 价 于 解 变 分 问题 
1(e)= min I(4), 
其 中 Da = {¢ e C2(Q) n C9(0)|ó = 0, 在 899 E}, 而 
IW) = E, v] + (269,4) 


-3 I (esr f [2658 


(3.6.31) 
Da 中 的 函数 可 以 展开 成 三 角 级 数 


p(z, y} = s amn sin — 


mn=1 


nry 
sin —— 


IN kar Rz 42 Sa 8 3591 


pit = sin Z sin Y Gl= 1,2,..). (3.6.32) 
作 近 似 解 


. jnz . lny 
Prit, u) = > Cj TZ,Y) = y Qi sin PE sin + 


l=1 j=1 


把 此 式 代 入 (3.5.31) 得 出 


2 
1 G b 
Flp) = ; Í Í P G;t ae) P dji se) | drdy 
a pb 
+260 f f anpiidzrdy. 
0 Jü 


选取 aali = 1,2,… k), ELAKARE J 8, JUK E Tt 3 


Opi Opmn Ë _ Dp; Opmn 
Be -f p P A "il pg Oz t fil Oy Hy dedy 


了 4 一 


a b 
+269 | f wmndrdy=0 (m,n = 1,2,- ,E), 
o Jo 
也 就 是 


k 
Qp; pm q 2e Opmn 
> af f ( Dr Dr +w Oy dedy 


a pb 
= -260 Í f Pmndrdy =0 (m,n =1,2, ,k). 
o do 


将 (3.6.32) 代入 上 式 ， 注 意 


2 f° jm mas 
— J cos— cos dr = fim, 
0 


€ 


2 
z sin JTE ia sin qz = Š; 
D a a 


f mary? nn\2| ab 
amn E) (DIF 


-269i — (Dh (-1)"}. 


0, 当 mm 侦 数 ， 


Imn =$ 32G002b? 
Timn(a2n? + bm?) 


Hmn, 


于 是 得 出 近似 解 


32G80a2b52 s sin IZZ sin Ë 
gi mnata + a ` 
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Prle, y) = — 
m mn=1,3,5, -<k 


不 难 验 证 ， 上 式 中 令 上 一 oo 得 出 的 极限 函数 


32G0a?b? sin P72 gin ZZ 
p(z) = — Tt TO 十 Pmi) 
mn=1,3,5,--. 


就 是 边 值 问题 (3.6.30) 的 精确 解 . 
例 3 关于 边界 固定 的 插 形 平板 的 变 曲 , 由 3.1 节 例 2 知道 ， 
HHE w(z,y) 是 下 列 边 值 问题 的 解 


A= $a t 229 t Pr = EON, 
É oyt (3.6.33) 
w= Š“ -0 在 80 E, 
On 
H% H =Q) 8, A? 在 
Bi = {ue co) ncm) jju = 2 = =o, 在 pn 上 


上 为 正定 算 子 .定理 3.1.2 告诉 我 们 ， 边 值 问题 (3.6.33) 在 Bú 中 
的 解 就 是 泛 函 


IG) = J J sasay _ f [ gria 


在 B6 rh By 848 831. 设 q 为 均 布 荷载 (BD q 为 常数 ), 取 和 矩形 平板 
的 中 心 为 坐标 原点 ， 坐 标 轴 平行 于 平板 的 边 ， 则 可 设 


Q = {x,y} € R2| —a < z < a,—b < z < b). 


BHA way) 可 以 展开 成 了 与 y RRA. 由 于 荷载 是 对 称 的 ， 
FR E E: z 与 y 的 偶 函 数 , Bj way PRE z 与 yy 的 奇 次 项 . 
再 由 边界 条 件 知道 ， 解 w(xw,y) 可 以 展开 成 下 列 形状 
w(z, g) = (a? — sb — lai + az? + agy? +: ) 
如 果 在 此 式 中 取 三 项 ， 即 将 
wsz, y) = (a? — z2)2(I2 — y?) (a + azz? + asy’) 


= G1P1 + 42%2 + ases 


(3.6.34) 


作为 近似 解 ， 其 中 


2 


pi = (a? — z22)2 — 2)?, pa = r ppa = yy (3.6.35) 


根据 (3.6.11), 近似 解 (3.6.34) 满足 的 方程 组 是 


x f f AviAysdrdy = £ | ` f pidrdy, += 1,2,3. 


以 坐标 函数 (3.6.35) 代入 此 方程 组 ， 并 记 + = 2 经 过 计算 得 出 线 
性 方程 组 


1 4 1 1 r+ 
2. 1 ,2 + r 12 
( IDD z) Paa + ($+ 5 ) oas 


_ _ u4 
— 128a202 D’ 
2 ił 3 4 3 
(T+) = + [7 + Zm + pa) Pt +r aas 
= q 
1288212 D ' 
2 4 
(a Peka) (E) 
_ 4g 
128a2b2D ` 
解 此 线性 方程 组 求 出 a1,02,as 就 得 出 近似 解 (3.6.34). 
如 果 平 板 是 正方 形 的 ， 即 当 a =b, = 1 时， 上 和 列 方 程 组 变 为 


18, + Baa + = 18 aaz = fq 

7 1 77 2 ppe a U J98a4D' 
18 2, _ q 
77% + Too 1 aĉas + F003 = TS aD” 
18 502 , _ q 
meta Fo a2 + T001% 23 = Joga4D' 


解 这 个 线性 方程 组 得 出 


0.02067g 0.00384 
15- ap 2 05 gD 


以 此 等 值 代入 (3.6.34) 得 出 近似 解 


z 
w(z,y) = (a? — r 7 (b? — y)? (0. 02067 + 0.00382 + y >) L, 


由 此 知道 平板 中 心 的 挠 度 为 
4 
wa(0,0) = 0.020675. 


最 后 指出 ， 对 实际 问题 用 Riesz 方法 求解 时 ， 困 难 在 于 满足 边界 
条 件 的 坐标 孟 数 列 是 否 选 得 出 来 ， 而 且 计算 前 繁 简 和 近似 解 精确 
的 程度 与 举 标 耳 数 列 的 不 同 选取 有 密切 的 关系 ; 如 果 坐 标 函数 列 
选 得 好 ， 近 似 解 只 需 取 少 数 几 项 就 可 以 达到 较 高 的 精确 度 . 


3.7 Galerkin 方法 


在 上 一 节 中 , 求 算 子 方程 Aw = f 的 近似 解 的 Riesz 方法 可 概 
揪 为 ， 对 正定 算 子 A, , 选取 坐标 冀 数 列 {yr} C DA , 则 算 子 方程 
Au = Í 的 近似 解 为 Vk = > Wi pi, 这 里 的 系数 Gi,G5,- ak 是 线 


性 方程 组 (3.6.12) 的 解 . 根据 (3.4.5), 方程 组 (3.6.12) 可 改写 成 
(Auk, pi) = (f, Pih i= 1,2,- .. sk. (3.7.1) 


由 此 看 来 ， 不 管线 性 算 子 4 是 不 是 正定 的 ， 如 果 我 们 可 以 从 线性 
方程 组 (3.7.1) 解 出 a1,a2,… ,ax, 我 们 就 把 函数 u, = > api 看 


成 是 算 子 方程 Au = f 的 近似 解 . 这 种 近似 解 的 方法 就 是 著名 的 
Galerkin Jr zk. 
在 力学 中 ， Riez 方法 对 应 于 最 小 势能 原理 .而 Galerkin 方 


法 对 应 于 点 功 原理 . 
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设 H 是 Hilbert 空间 ， A 是 H 的 线性 稠密 子 空 间 Da 上 的 
EZAT, K RO H A >H 的 线性 算 子 ， L= A+K. HMLE 
法 求 算 子 方程 

Lu=f, fH (3.7.2) 


的 近似 解 的 思想 和 步骤 是 : | 

1. 选取 坐标 函数 列 {ps} C Da 使 得 {vp} 是 Ha 的 一 个 基 
(Ek {Ayr} 是 五 的 一 个 基 )， 

2. 将 算 子 方程 的 近似 解 表示 成 


k 
tk = $ api (3.7.3) 
i=l 
的 形状 ， 把 它 代入 (3.7.2) 后 得 Lw = f, 再 两 端 对 wi 作 内 积 就 得 
到 以 (3.7.3) 的 系数 为 未 知 量 的 方程 组 


(Lur pi) = (f pihi = 1,2,... ,k. (3.7.4) 


3. 解 线性 方程 组 (3.7.4) 得 出 al,az,… ,ak 之 值 ， 从 而 得 出 
近似 解 (3.7.3). 

很 明显 ， Galerkin 方法 比 Riesz 方法 更 简便 些 ， 因 为 它 不 需 
要 把 微分 方程 边 值 问 题 化 为 变 分 问题 ， 而 且 Galerkin 方法 的 应 用 
范围 也 更 广泛 一 些 ， 因 为 有 些微 分 方程 边 值 问题 不 能 化 为 变 分 问 
题 ， 因 而 不 能 用 Riesz 方法 ， 但 它们 却 可 用 Galerkin 方法 求 近似 
解 . 

上 节 的 例子 都 可 以 用 Galerkin 方法 求解 ， 这 里 我 们 再 举 一 个 
用 伽 辽 金 方 法 解 常 微 分 方程 边 值 问 题 的 例子 . 

例如 ， 对 常 微分 方程 边 值 问题 

{ Lu=w!'+u=-—z, TE(0,1), 


0) = u(1) = 0; ` (3.7.5) 


由 边界 条 件 知道 ， 如 果 解 ua) 可 以 展开 成 z BU FR 38 HU BJ 
表示 为 
uls) = z{1 — z){aı + azg + asz? + --). 


WO bn Ps 3⁄1] 


g1 = z(1 — z), p2 = z22(1 — £), p3 = z3(1 — z). (3.7.6) 
今 用 伽 辽 金 方法 求 近似 解 
uo (z) = ap (z) 十 azp2(2). (3.7.7) 


由 (3.7.4), 系数 a), az 满足 线性 方程 组 
f umes = [| Coeaz, i= 1,2. 
o 0 
以 (3.7.7) 代入 上 式 后 得 出 
1 1 1 
a f (bon)vdz + aa f (eajwuin= | (—z)odz,í = 1,2. 
再 以 坐标 函数 (3.7.6) 代入 此 式 得 
1 1 
a f [一 2 + z(t — z)|z(1 — s)dr + o f [2 — 6z 
1 
+z2(1 ~ z)|]z(1 — z)dz = -f z2(1 — z)dz, 
0 
1 1 
— — 2 — 一 
a f [—2+ z(1 — z)]z”(1 oar + as Í [2 一 6z 
1 
+z2(1 — z)]z2(1 — z)dz = -f 23(1 — z)dr. 
0 
利用 6 函数 的 公式 


1 kim! 
kr) pdr = “ 
Í T (1 — r)”dz (Tm + D 


化 简 上 面 的 方程 组 得 出 


Sat 
201 
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解 此 线性 方程 组 得 


_ 了 7 - 
一 369， PTI 


于 是 得 出 了 边 值 阿 题 (3.7.5) 的 近似 解 


G1 


u2(z) = z(1 — z) (5 + x=) . 
边 值 问 题 (3.7.5 的 精确 解 是 


(z) = sin z _ 


sin 1 


今 取 几 个 特殊 值 把 近似 解 uz (z) 与 精确 解 wtz) 进行 比较 如 下 ; 


uz (3) = 0.044, u G) = 0.044, 
uz (3) = 0.069, u (3) = 0.070, 
3 3 
— | = 0.060 — | = 0.060. 
un G) , u (z) 06 


HETA, RERA wztz) 只 取 了 两 项 ， 但 对 于 精确 解 的 
误差 并 不 大 (绝对 误差 < 0.001, 相对 误差 < 1.57). 

下 面 我 们 讨论 Galerkin 方法 的 收敛 性 . 

像 3.4 PRH, Ha 是 Da 关于 内 积 和 范 数 


[u,v] = (Aww), llulla = [uu]? 
完备 化 得 到 的 Hilbert 空间 ， 等 式 
[Gf o] = (fv), Vu € Ha (3.7.8) 
定义 了 一 个 五 一 Ha 的 线性 有 界 算 子 G = A", EW E 


GA=1,AG=1. (3.7.9) 
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由 于 Galerkin 方法 近似 解 (3.7.3) 的 系数 a1,ao,… ,ap 由 线 
性 方程 组 (3.7.4) 确定 ， 仿 3.6 节 ， 根 据 Gram-schmidt 正 交 化 程 
序 ， 由 (3.6.13) 将 (ok) 化 为 HA 的 规范 正 交 基底 {pr}; 在 基底 
{or} 下， 近似 解 (3.7.3) 变 为 (3.6.15), 而 方程 组 (3.7.4) 变 为 


(Lux, pi) = (fh), [= 1,2,.…. ,k. 


也 就 是 说 ， 对 两 组 坐标 函数 列 {pr} 及 {r}, 用 Galerkin 方法 得 
出 的 近似 解 是 相同 的 . 因此 ,我 们 不 妨 假 定 (os) 就 是 HA 的 规范 
EZER. 
取 定 Ha 的 规范 正 交 基底 {71}, 任意 函数 u € HA 可 以 表示 
成 OO 
u= > l, pi = Sku + Rpu, (3.7.10) 


i=l 


其 中 Sk 及 Rr 均 为 Ha 上 的 线性 算 子 , 它们 由 下 列 两 个 等 式 定义 


k DO 
Skt = > [a pipi Reu = D lu, š]. (3.7.11) 
i=1 i=k+1 
于 是 贝 塞 耳 不 等 式 成 立 ， 
k 
[Sru = Do, pa]? < llulla. (3.7.12) 


i=1 
引 理 3.7.1 如 果 M 是 H. 的 紧 子 集 ， 则 对 任意 e > 0, 存在 
| 已 se|la < e, Yu € M. (3.7.13) 


证 对 任意 e> 0, = 1 {Bstzjlze M) Ë M 的 一 个 开 
覆盖 ,由 于 M 是 H4 URTE, FEM 的 有 限 覆盖 {Bs(wi)|vi € 
M,i=1,2, ,3} Í 也 就 是 说 , 对 任意 u € M, FE v = u.(u)(1 < 
í < s) 使 得 EBs(wi), BI 

lju — villa < ó. (3.7.14) 
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由 于 Riu 是 级 数 (3.7.10) 的 余 项 , 因此 , 存在 正 整 数 K= K(M,e)， 
使 得 上 > 下 时 有 


Revilla < Ê, 1=1,2,...,8. (3.7.15) 
由 (3.7.10),(3.7.14),(3.7.12) 及 (3.7.15), 对 任意 的 u c M 及 相应 的 
v; = vilu), 4 k > K(M,e) 时 有 
IIRzulla = llu 一 Skulla 
= |u — u; + Svi + Revi — Spull a 
< |fe — villa + ||S#(u ~ olla + ||Raee,l||A 


<ô+ llu- uilla +$ <5+5+Í =e. 
引 理 3.7.2 BT E HA 的 线性 紧 算 子 ， 则 由 


k 
Te: u> Y [Tu pily: = S,(Tu) = Thu 
i=1 
定义 的 算 子 Ta: Ha > HA 有 
IT -Tkl => 0, Hk — oo. 
证 记 5= {u€ Hajllulla = 1}, B% T R HA 上 的 紧 算 子 ， 


MJ M = TS = (Tuju € S) 是 Ha 的 紧 子 集 ， 由 引 理 3.7.1, 对 任意 
€ > 0, 存在 正 整数 K = K(e) = KK(M,e), 使 得 当天 > K 时 有 


| Ra 人 Tall <<, Vu eS. 


IIT -Zl = sup ll(T — Tk)ulla 
= sup ||T'u — Sx(T'u)||A 
w€ 5 
= sup ||R,(T'u)||a < €. 
ues 
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证 完 . 
现在 我 们 来 证 明 下 面 的 Galerkin 方法 近似 解 的 收 敏 性 定理 . 
定理 3.7.3 设 4 是 Da 上 的 正定 算 子 , G= A-1{ 为 H > Ha 
的 线性 有 界 算 子 ),K 是 H, — H 的 线性 算 子 ， 荆 = GK 是 Ha 上 
的 紧 算 子 .如果 工 = A +K 且 齐 次 方程 


Lu=0 (3.7.16) 
RATA, WA 
(i) 方程 
Lu= f, Vfe H (3.7.17) 
有 唯一 的 弱 解 (广义 解 )u e Ha, 它 满足 
[us] + (Ku, v) = (fv), Vo € HA. (3.7.18) 


(ü) ERARI fpop} 取 定 后 ， 对 适当 大 的 上 ,方程 (8.7.17) 
有 了 唯一 的 Galerkin 方法 近似 解 u, € D A, 它 满 足 方 程 组 (3.7.4). 

(iü) 4 k — oo 时 有 [lus — ulla — 0. 

证 (i) 因为 方程 


Au + Ku = Lu = Ü 
只 有 零 解 ， 即 方程 
ut Tu = u + GKu = 0 


PARR. AE, HFT = GK 是 HA 上 的 线性 紧 算 子 ， 根 据 
Fredholm 定理 2.5.1 知道 ， 对 任意 f e E, 方程 


u+Tu=Gfe Ha (3.7.19) 


有 唯一 解 u€ Ha, HEFT = (+T)! 是 HA 上 的 线性 有 界 算 
子 ， 而 方程 (3.7.19) 等 价 于 方程 ' 


[u,v] + [G6Ku, v] = [Gf, v], Vv € HA. 
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再 根据 算 子 G 的 定义 (3.7.8) 知道 ， 上 面 的 方程 又 等 价 于 方程 


(3.7.18). 


Gi) 设 {yk} C Da , H {yx} 是 HA 的 规范 正 交 基底 ， 记 
V, = span{fel，…… ,ep 则 方程 (3.7.17) 的 Galerkin 方法 近似 解 


k 
uk = Y ae; € DA 


二 
满足 方程 组 (3.7.4), 即 
(Aws,o;i) + (Kuy pi) = (fpi) i= 2 天 
记 Gf = g, H (3.7.8), 上 式 可 写成 
[uk pi] + [Tur pe] = [geh i= 1,2,..- ,Ek. 
由 于 (ex) 是 HA 的 规范 正 交 基 底 ， 由 (3.7.20) 得 
[uk pi] = ai uk = Y bas pikor- 


i=1 


根据 引 理 3.72 中 T, 的 定义 有 


k 
Tkuk = Y [Tur pile: E Vh. 
i=l 
.由 算 子 Sy, 的 定义 (3.7.11), W 


k 
gk = SkG = Uk = [9, ye: € Vp. 


i=l 
将 (3.7.22) 与 pi 做 数 乘 ， 然 后 对 宇 从 1 到 大 求 和 得 出 


uk + Tkuk = 9k- 


m£ =E 
9 + Tk? = h, Vh e HA 


(3.7.20) 


(3.7.21) 


(3.7.22) 


(3.7.23) 


(3.7.24) 
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有 了 唯一 解 v e Ha, 则 方程 (3.7.23) 有 唯一 解 u, € HA. 由 gk, Tkuk € 
V; THE ug = gp — Thug € W. 再 由 方程 (3.7.23) 5 (3.7.4) 是 等 从 
的 ， 从 而 方程 (3.7.4) 有 唯一 的 解 ux € Ve, 即 方程 (3.7.17) 有 唯一 
的 Galerkin 方法 近似 解 (3.7.20). 因此 ， 我 们 只 需 证 明 ， 对 适当 大 
的 ,方程 (3.7.24) 有 唯一 的 解 ve Ha 把 方程 (3.7.24) 改写 成 


y+Tv—(T -Tw=h, 
以 卫 = (I+ T) 1 作用 于 此 方程 得 出 
u — Bw = Th, | Br = T'(T — Tx). (3.7.25) 
由 引 理 3.7.2 有 
IIB,|| < [IDIZ -Tl| = 0, 2k 一 oo. (3.7.26) 


因此 ， 存 在 正 整 数 ko 使 得 5 k> ko 时 有 ||B;i| < 1, 由 定理 
2.2.2 知道 (I 一 B,) FE, MAE (3.7.25) 有 唯一 解 . 再 由 方程 
(3.7.24) 与 (3.7.25) 的 等 价 性 得 出 ， 当 大 > ko 时 ， 方 程 (3.7.24) 有 
唯一 的 解 . 

üi) 因为 方程 (3.7.19) 等 价 于 方程 (3.7.17),(i) 中 已 经 证 明 
(3.7.19) 有 唯一 解 ， 从 而 算 子 了 + 了 HETI = (I +T)” # 
在 ， 且 方程 (3.7.17) 的 解 可 以 表示 成 


w=Ig={(I+T)-!g, g= Gf. (3.7.27) 


因为 方程 (3.7.24) 当天 > ko 时 有 唯一 的 解 ， 即 当 k > ko 时 ， 
Ik = (I 十 ThY-! 存在 ， 从 而 由 方程 (3.723) 得 出 Galerkin 方法 近 
似 解 u 可 以 表示 成 


uk = Prge = (I + Tx) gk, (3.7.28) 
H (3.7.28) 及 (3.7.27) 得 出 
llus — ulla = (Tx — Tgr + T (gs — ga 


(3.7.29) 
< JITx — TH lalla + IFI lge ~ otla- 


HI (3.7.12) 及 定理 2.3.3 有 
ligxlla = IlSrglla < llalla, Ijok- gla 20, 34 k — eo. 
又 因为 P 是 线性 有 界 算 子 ， 如 果 我 们 能 证 明 
JU 一 了 | 一 0， 当 大 一 oo. (3.7.30) 


则 由 (3.7.29) 得 出 llur 一 wl|a > 0, Hk — oo. 
我 们 现在 来 证 明 (3.7.30). 由 (3.7.25) 及 古 = (I+T)~! 得 出 


I- B, =I-T[(I+T)-(I+T,)] = P'( + T.). 
由 此 得 出 


了 一 (一 BoU +T)! = (I — Bk k, 


从 而 有 
Fg- = Bpl = Bell E — TT)+ Br. 
因此 
[Fw = TH < Bl E- T'|| + B EI- (3.7.31) 


在 (ü) 中 已 经 证 明 ， 当 上 > ko 时 有 ||Bx|| <1. AT k > ko 时 有 


Ill] 
1 — |[Bk]i 


再 利用 (3.7.26) 得 出 (3.7.30). 证 完 . 

TIR G= A R H > HA 的 紧 算 子 , WW K E HA HH 
线性 有 界 算 子 ， 那 么 工 = GK 就 是 Ha 上 的 紧 算 子 . 因此， 由 定 
EE 3.7.3 可 以 得 出 下 列 伽 辽 金 方法 近似 解 的 收敛 定理 . 

定理 3.7.4 设 和 是 Da 上 的 正定 算 子 , G= 4-! E H + HA 
的 紧 算 子 ， 坟 是 Hs 一 H 的 线性 有 界 算 子 ， 工 = 4 十 天. 如 果 齐 
次 方程 (3.7.16) HAZE, WAM 3.7.3 中 的 结论 (hiihii ZJ 
成 立 . 


Irk- Ts It. 


: 107 - 


定理 3.7.4 比 定理 3.7.3 的 应 用 范围 狭窄 一 些 , 但 定理 3.7.4 有 
时 用 起 来 更 方便 一 些 (参阅 下 节 ). 

由 定理 3.7.3 的 证 明知 道 ， 如 果 T 是 Hilbert 空间 H 中 的 线 
性 紧 算 子 ， 且 齐 次 方程 


u + T'u = 0 
# H 中 只 有 零 解 ， 则 算 子 方程 
u+Tu= f, feH 


有 唯一 解 wu € H, 且 可 用 Galerkin 方法 求 其 近似 解 . 
例如 ， 当 ， 
f f |K (z, y} dedy < 1 (3.7.32) 
o Jo 


时 ， 由 等 式 
(T'u)(z =/ Klz, yu(y)dy (3.7.33) 


定义 的 算 子 工 是 72((0,1)) 上 的 线性 紧 算 子 (参阅 文献 [17] 第 十 
章 $2 BJ 2). 根据 Schwarz 不 等 式 ， 由 (3.7.33) 得 


ITu)(z)|2 < / IK(z, y) dy / ju(g)|2dy. (3.7.34) 


齐 次 方程 
% + T'u = 0 (3.7.35) 


的 解 u(z) 满足 
lu(z)Ë = |(T'u)(z)P. 
因此 ， 由 (3.7.34) 有 


f uajPar = / (Two) ds 


< f ' f ` |K(z,y)|’dzdy Í ‘lulay 
= /keapm 太 apa 
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根据 条 件 (3.7.32), 由 上 式 得 出 
f ` lu(z)|2dz = 0. 
Ü 
由 此 知道 齐 次 方程 (3.735) 只 有 零 解 ， 从 而 方程 
u+Tu=f, feL?{(0,1)) 


有 唯一 的 解 u e L2((0,1)), 且 可 用 Galerkin 方法 求 其 近似 解 ， 这 
样 一 来 ， 我 们 得 出 结论 ， 在 条 件 (3.7.32) 下 ， 积 分 方程 


1 
u(z) + / K(z,y) u(y)dy = f(z) 


对 任意 f e L2((0,1)) 由 唯一 解 we L2((0,1)), 且 可 用 Galerkin 方 
法 求 其 近似 解 . 


3.8 二 阶 线性 椭圆 方程 的 Dirichlet 问题 


设 工 为 二 阶 线性 一 致 椭圆 算 子 ， 即 


z,;=1 


Lu = — >` D,[a (z) D;u] + > b'(z)D;u + c(z)u, (3.8.1) 


其 中 系数 满足 条 件 


{ ai 一 aji, Diaii(z) € L”) (¿,j=1,2,::. ,n), 
. {3.8.2) 
b'(z) € L°e(Q) (¿j = 1,2,.… , n), e(z) € Lee (Q), 


及 条 件 


3 a” (z)G8; > alfa >0), Vze cen, — (383) 
1 了 7 一】 

e(z) > 0. (3.8.4) 
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本 节 讨 论 一 般 二 阶 线 性 椭圆 方程 的 Dirichlet 问题 
Lu = f(z), 在 n rh, 
: (3.8.5) 
u = 0, 在 Ən k. 


B H = D2(Q).D, = C) (0) 是 五 的 线性 稠密 子 空间 、 由 等 式 


Au 一 一 >` Dila (2)Dju] + e(z)u (3.8.6) 


ij=1 


定义 了 Da 上 的 正定 算 子 A. 在 DA 中 引进 新 的 内 积 及 范 数 


[u, v] -=f 》， a” (z)DuDjvdz+ | c(zPusds, (3.8.7) 


lulla = [u, u]. (3.8.8) 


在 3.4 节 中 已 经 证 明 ， 范 数 lula 与 范 数 Dull 是 等 价 的 ， 即 存 
在 常数 C, > Ya > 0 使 得 


vel||Dul| < [lulla < CillDull>, (3.8.9) 
因而 Da = Co (Q) 关于 范 数 || -||a 完备 化 得 到 的 空间 是 
Ha = W°” (Q). 


定义 ME u € W42(Q) 满足 


f I 5 a (x}D;uD;v + D b (x)Diu + ema) dr 
i=1 


1 一 1 
= f f(z)odz, Yo € W22(Q), (3.8.10) 
Q 


则 称 u 为 算 子 方程 Lu = f 或 边 值 问题 (3.8.5) 在 W O) 中 的 弱 
R (广义 解 ). 
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引 理 3.8.1 设 由 (3.8.1) 定义 的 算 子 L 的 系数 满足 条 件 
(3.8.2)~(3.8.4) 及 


|b(z)|? -> |b,(z)|? < 2ee(z), (3.8.11) 


则 算 子 方程 Lu =0 在 Wi” (Q) 中 只 有 零 解 . 
证 É u € WAN) 是 齐 次 方程 Lu = 0 的 解 ， 在 (3.8.10) 中 
Ë u = u, 并 利用 条 件 (3.8.2)= (3.8.4) 及 (3.8.11) 得 出 


0 = Í | >` at (x}D;uD;v + > b'(z)uD;u 十 “= dz 


i, j=l 


> f [put ~ be) pa ipa + PE pua} a 


= f |Du|?dz + f (za - eal ml) dz 
>z | puas >e f jude (le > 0) 


HEA u= 0 ae ÆR E. 证 完 . 

£ 利用 弱 极 大 值 原理 ， 去 掉 条 件 (3.8.11) 后 引 理 (3.8.1) 仍 
然 成 立 (参阅 文献 [13] 推论 8.2 或 文献 [4] 第 一 章 定 理 4.2). 因此 ， 
在 下 面 的 定理 3.8.2 中 也 可 去 掉 条 件 (3.8.11). 

定理 3.8.2 设 条 件 (3.82) (3.8.4) 及 (3.8.11) 成 立 ， 则 对 任 
意 / € (N), Dirichlet 问题 (3.8.5) 在 WI OQ) 中 有 难 一 的 弱 解 
u; 且 对 取 定 的 坐标 郴 数 列 {px} kA, TAANE 


方法 求 出 唯一 的 近似 解 u, = > ps 并 有 
lu 一 lwaat 一 0， hk — eo. 


证 XPD. = A) 上 的 正定 算 子 A, 由 定理 3.4.4( 其 中 的 条 


fF (3.3.2) 及 (3.3.3) 可 以 削弱 为 (3.8.1) 及 (3.8.3) 而 不 需要 改变 其 
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证 明 ) 知道 算 子 G = AA! 是 H — Ha 的 线性 紧 算 子 . 


及 (3.8.6), Q L = À + K, 则 
Ku= 人 bi(z)D;u. 
i=l 


BR K 是 五 4 一 总 的 线性 算 子 ， 由 条 件 (3.8.2) 可 设 


blz)? = 》 (s)? < B?， B 为 正常 数 . 
1 二 1 
于 是 ， 由 (3.8.12) 有 
Kul? < jb(o)PIDul? < B2|DuË. 
从 而 由 (3.8.9) 得 出 


B? 
llKullžaa < B2||Du||2z o) < llela- 


由 (3.8.1) 


(3.8.12) 


因此 天 是 号 4 一 五 的 线性 有 界 算 子 .再 由 引 理 3.8.1 知道 ， 定 理 
3.7.4 的 所 有 条 件 都 是 满足 的 ， 根 据 定理 3.7.4 就 能 得 出 本 定理 的 


全 部 结论 . 
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第 四 章 ”有 限 元 素 法 


对 微分 方程 边 值 问题 求 近似 解 ， 应 用 古典 变 分 方法 (里 斯 方 
法 和 僵 辽 金 方 法 ) 的 关键 在 于 选取 满足 边界 条 件 的 坐标 晒 数 列 . 
如 果 这 样 的 坐标 函数 列 已 经 选 出 来 ， 那 么 ， 用 里 斯 方法 或 期 辽 金 
方法 求 近 似 解 是 方便 的 ， 而 且 一 般 说 来 ， 只 需 取 不 多 的 几 项 就 能 
得 出 较 好 的 近似 解 . 但 是 , 只 有 当 区 域 (物体 ) 的 形状 极 简单 《如 贺 
E, EG), 满足 边 界 条 件 的 储 标 函数 列 才 可 能 具体 选 出 来 . 
对 于 比较 复杂 的 区 域 ， 选 取 满足 边界 条 件 的 奉 标 函数 列 是 相当 杀 
难 的 ， 因 此 ， 蛙 斯 方法 和 傣 辽 金 方法 在 应 用 上 有 很 大 的 局 限 性 . 
有 限 元 素 法 的 思想 最 早出 现在 Courant R. 的 文章 I 中 ， 作 
者 把 它 叫 化 广义 网 格 法 . 到 了 20 世纪 50 年 代 ， 由 于 电子 计算 机 
的 出 现 ， 工 程 师 们 在 飞机 结构 精密 化 中 重新 发 现 了 这 个 方法 ， 给 
研究 以 往 无 法 处 理 的 复杂 结构 问题 提供 了 一 个 有 效 的 数值 分 析 方 
E. 接着， 这 个 方法 在 造船 工业 和 建筑 工业 中 也 得 到 了 应 用 . 到 
现在 ， 有 限 元 素 法 不 仅 在 流体 力学 ， 弹 塑性 理论 、 热 传导 、 电 或 
学 及 许多 工程 技术 部 门 得 到 了 广泛 应 用 ， 而 且 在 数学 理论 上 得 到 
了 很 快 发 展 ， 已 经 成 为 计算 数学 中 一 个 重要 的 分 支 学 科 . 有 限 元 
素 法 不 仅 可 以 应 用 于 任何 形状 的 研究 对 象 ， 而且 可 以 直接 求 出 物 
理 、 力 学 及 工程 技术 中 实际 问题 所 需 的 数值 解 ， 

有 限 元 素 法 的 理论 根据 是 定理 3.6.1. 
4.1 一 维 有 限 元 素 法 

首先 ， 我 们 以 常 微 分 方程 边 值 问 题 
—u +u = z, z € (0,1) 
| (4.1.1) 

u(0) = u(1) = 0 


作为 例子 来 说 明 有 限 元 素 法 的 基本 思想 . 
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我 们 知道 ， 边 值 问题 (4.1.1) HEZ S 
I(u) = f Es + Zu? _ 2u! dz (4.1.2) 
0 


在 W2”((0,1)) 中 的 极 值 函数 . 
Wi2((0,1)) 是 一 个 无 限 维 的 Banach 空间 ， 它 的 元 素 可 以 展 
开 成 Fourier 级 数 


asin 7 + asin 2rr +- +apsinkre +... 
里 斯 方法 是 在 W22((0,1)) 中 取 一 个 有 限 维 子 空间 
Sk = [ai sin re + az ein žre + --- + or sin krear as ,Ak € R}, 


PEE (4.1.2) 在 有 限 维 空间 S, 中 的 极 值 函 数 作为 问题 (4.1.1) 的 
近似 解 . 
有 限 元 素 法 也 是 在 W (0,1) 中 选取 有 限 维 子 空间 Ve 而 把 
泛 函 (4.1.2) 在 V, 中 的 极 值 函 数 作为 边 值 问题 (4.1.1) 的 近似 解 . 
Vk 是 这 样 选取 的 :用 分 点 


to = Ü < z: < z; < LEk < Zk+1 = 1. 


将 区 间 [0,1] 分 为 十 1 个 小 区 间 [zi,2i41](i = 0,1,2,… k), 这 些 分 
点 zo0; 31;T2，… ;Zk+1 HHE 结 点 或 节点 , 每 个 小 区 间 [zi i] 叫 
做 元素 或 单元 , 也 简称 元 , HERRA hi = zi+1 — zi(0 < í k). 

设 近似 解 在 结 点 z. 上 的 值 为 u G = 0,1,2,… ,k + 1), 由 边界 
条 件 知 道 ww = uy = 0. 有限 元 素 法 就 是 用 分 段 线性 函数 (在 每 
一 元 素 上 进行 线性 播 值 ) 作为 解 u(z) 的 近似 ， 也 就 是 用 (z, u) 平 
面 上 连接 (zo, uo), (21, ui), (z2,u2), +, (Erti tetr) 的 折线 作为 解 
所 表示 曲线 u = u(z) 的 近似 . 

我 们 知道 , 在 元 素 [zi tip] 上 连接 两 个 端点 (z u), (mai, usa) 
的 直线 方程 为 

u-u; _ z-i 


= z € [ti ti] 
titi Us Ziti — Zí [ Í 
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因此 ， 上 述 折线 方程 为 


Ti+ — £ £ — Ti 


u= Th "“ + hi itis, TE [zi, zit1] (i = 0, 1,. 


此 折线 方程 可 改写 成 
u = wypr) + upale) 十 … + kp (Z), 


其 中 pif) 由 下 式 定 义 


0, Hr < fiis 
—, Hti < z < t, 
i-1 
g: (z) = u ar 
T, 242; < r < Titl» 
0, 当 z > Tipis 
称 为 线性 插值 基 函 数 . 


, h). 
(A.1.3) 


(4.1.4) 


有 限 元 素 法 就 是 以 所 有 形 如 (4.1.4) 或 (4.1.3) 的 函数 组 成 的 
k 维 空间 作为 Vz, 而 在 V, PREE (4.1.2) 的 极 值 函数 作为 边 值 


问题 (4.1.1) 的 近似 解 . 
由 (4.1.2) 得 出 


其 中 


(4.1.5) 
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Titt ftii- z — ri ) 
+1 í 
_ g | = u; + usti | dz 
人 ( h; h ` 
l i2 i i 2 i i 
= 2 (aw T+2a; riti + BH) ~ Oiti 一 biz ruin, 
其 中 


, Ti+ a — 2 hi 
á= f (===) d= t4, 


hi hi i 3 
i _ 1 itl (Ti+1 一 z)(z 一 z;) —_ 1 hi 
qi i+ — h +f W F = hi + 5’ 


, 1 [e f(r— z N2 1 hi 
daa z+ f ( N ) == L +, 


; Titl etiji — Z) tipih; Rk? 
b= f Za T T) gy = Zitti L Bi 
` J hi 2 3 


+ 


, Ti+ — h. 2 
b= f zea) Ti) de = 2 yh, 


' ° (4.1.6) 
J, 是 关于 tw un HOKA, TAARE 
“| 
(4.1.7) 
把 J, 表示 成 i . 
J; = sU A, Ui — BTU;, (4.1.8) 


其 中 A 称 为 [enr] 上 的 元 素 刚 度 矩 阵 . 再 利用 大 十 2 行 的 列 
矩阵 


ug a : 
u : -| 5: 第 i 十 1 行 
| : | asf- bi | Biti 


(4.1.9) 


É k + 2 Br kE B£ 


Ki=|... A; 


a qaa “| 第 i 十 1 行 


=j“ Girls ai “| 第 i 十 2 行 


第 i 十 1 列 第 i + 2 列 ， 


(4.1.10) 


其 中 C; 中 除 b 及 bia 外 其 余 元 素 都 是 0 Ki PIR a(k = 
¿i +1)4 个 元 素 外 其 余 元 素 都 是 0, 由 (4.1.5) 及 (4.1.8) 得 出 


k k 
IG) = > DS UFAU,- Y B7U: 


i=0 i=0 


1 k k 
=> UTKU -9 CU 


i=0 i=0 
1 k k 
= 507(2 KU — (X GC) UD. 
i=0 t=0 
如 果 记 
pl 
Dbl 


k : 
C=} CG i=] bh +b | 第 i+1 行 
,—Ü - 


iot 
bs 
k+1 


(4.1.11) 


(4.1.12) 
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及 


k 
K = Y K; 
i=0 


D 9 
Goo am 

o o 1 1 
an j tân 3 


aiz aiz + aiz ais 
i= i—i i i , = 
ai aiu tii a+ e (第 i 十 1 行 ) 


k—1 kl hb h 
na 1, fsa Okk Gk k+l 


h k 
Gk ,1 aktli, b+ 
(4.1.13) 


这 个 矩阵 K 称 为 解 边 值 问题 (4.1.1) ARRE AEE 
阵 , 它 是 三 对 角形 的 对 称 矩 阵 . 于 是 (4.1.11) 可 以 写成 


Ilu) = 3UTKU - CTU, (4.1.14) 


它 是 关于 uoun uet 的 二 次 函数 . 由 于 边界 条 件 uo = u(zo) = 
u(0) = 0,uk+í = u(zx+ 1) = u(1) = 0, 可 以 把 下 中 第 一 行 及 第 一 列 
的 元 素 及 最 后 一 行 及 最 后 一 列 的 元 素 abo abo ak rp akp 视 
”为 0, 同时 将 C 中 的 第 一 行 及 最 后 一 行 的 元 素 b 及 bka 也 视 为 
0. 选取 ui, uz,- ,tk E Iu) 取 最 小 值 ， 必 须 . 
ƏI(u) 
Out; 


=0 (=1,2,. ,hk). 


以 (4.1.14) 代入 上 式 得 出 


KU-C=0, BKU= C. (4.1.15) 
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EERTE TERE k TRIE uu e uk 的 线性 方程 组 


0 1 1 
(all + all ju1 + aj2zu2 


=b +bi, 


=b l +b 


k—1 k—1 k — kk—1 k 
G,_ikUk—-1 + (aka + akg ttk = bz + bz. 


(4.1.16) 


此 线性 方程 组 的 系数 矩阵 不 仅 是 三 对 角 对 称 和 矩阵 , 而 且 是 正定 的 ， 


在 电子 计算 机 上 不 难 用 追赶 法 解 出 1, wa,:… 


yuk, 他 们 就 是 常 微分 


方程 边 值 问题 (4.1.1) 的 近似 解 (4.1.3) 或 (4.1.4) 在 结 点 zi 753,… ， 


zx 处 的 秆 , 


例如 ， 我 们 用 3 个 分 点 z1 二 z2 = b, zs = 3, 把 区 间 po, 


1 一 
z: Z8 = 
均 分 为 4 个 元 素 ， 每 个 元 素 的 长 度 为 = h, = š, 


则 由 (4.1.6) 得 


出 
2u 1 1 4 
üii = 全 十 1 = 4 + 12 = 12 
i 1 95 
Qiitl = 一 和 十 TT 
i—i pi Titl ti-i 1 
b; +bi= —— h = gih = +m. 
因此 ， 方 程 组 (4.1.16) 简化 为 
6 ` 24 2 16 
9 和， Bul 
A 6 * 24 8 
Eup Bund 
242 T 6 3 146 
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19641 一 95% = 


3 
2 
—95ui + 196; — 95us = 3 
9 
2 


—95u2 + 196us = 
解 此 线性 方程 组 得 出 
140559 140559 
“= 392 X10183 一 3991736 一 0.0352 
579 
201657 201657 _ 0.0505. 


= 392 x 10183 3991736 


此 uua, ua 分 别 是 边 值 问题 (41.1) 的 解 v(z) 在 z = 十 工 ,了 三 
点 的 近似 值 ， 实 际 上 ， 边 值 问题 (4.1.1) 的 精确 解 为 
(= EE, 

e— e 
EE z = E 三 点 上 的 值 分 别 为 0.0353, 0.0566, 0.0509. 由 此 
看 出 ， 虽 然 我 们 只 把 区 间 分 成 了 4 个 元 素 ， 用 有 限 元 素 法 得 出 的 
近似 解 在 结 点 处 的 值 还 是 比较 精确 的 . 

应 当 指 出 ， 用 有 限 元 素 法 求解 一 维 问题 时 ， 分 成 的 元 素 的 长 
度 不必 相 等 ， 因 此 ， 在 工程 技术 问题 中 可 以 根据 实际 情况 布置 结 
点 ， 使 得 既 节 省 计算 而 又 符合 所 要 求 的 精度 . 


42 一 维 有 限 元 素 法 近似 解 的 误差 估计 
讨论 二 阶 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 
Auzi [SE] +a = faha E (ab), 
u(a) = 0, (A.2.1) 


u(b)=0 (或 w(6) = 0). 
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设 
p(z) € Cl[a,b], a(x), f(z) € Cfa, b], pi > p(z) > po > 09 > gle) > 0. 


取 
H = L2(a,b), 


Da = CË(a,b) {或 Da = {u € C’ (a,b) n C |a, b||u(a) = 0)). 
在 Da 中 定义 内 积 
b 
[u, v] = f [p(z)u!u” + qglejuv]dz, (4.2.2) 


则 Da 关于 范 数 


1 


lulla = [u]? = { f ae 十 T (4.2.3) 
完备 化 得 到 Hilbert 空间 
Ha = Wi2(a, (R HA = (u € W12(a,b)|u(a) = 0}). 
仿照 定理 3.1.2 中 得 出 (3.1.16) 的 证 明 可 以 推出 : 对 于 泛 范 


Ku) = hu] - (fu) 


P ; (4.2.4) 
=s J POUP + otayelde — | fe)ue, 
变 分 问题 
Ku = min IT() (4.2.5) 
的 解 u c Ha 满足 
[us] = (fo), Vu € Ha, (4.2.6) 
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即 
/区 [p(z)u!u' +d(r)uoldz = [ f(z)udz, Vu € HA. 


也 就 是 说 u 是 边 值 问题 (4.2.1) 的 解 (53 8). 
有 限 元 率 法 解 ur € Ve 是 对 所 有 线性 插值 丽 数 (4.1.3) 所 成 的 
k 维 空间 Ve 变 分 问题 


Ilur) = min I(v) (4.2.7) 
的 解 ， 由 定理 3.6.1 得 出 
liu — ulla < Ile — ulla, Vu € W. (4.2.8) 


对 解 u(z) 记 u; = ulei), 利用 (4-1.3) EX 8 Batt (8 PŠ 
数 


a(z) = = + Z= uz E [zi et 人 一 0,1,2,-.- , k) 
' (4.2.9) 
A u£ W. 因此 ， 由 (4.2.8) 得 出 
lluk — vlla < fle- ulla. (4.2.10) 
将 恒等式 
fie — z;)u (t)]'dt = T u'(t}dt + fe — gju” (t)dt 
积分 后 得 出 
(z — ziju’ (z) = u(z) — u(z;) + fe — z;)u” (t)dt. (4.2.11) 
在 此 式 中 将 z; 换 成 ritl 又 得 


(z — Pp) (z) = ule) —u(z;+1) +f (t—mz¿i)u (t)dt. (4.2.12) 
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由 (4.2.11) 减 去 (42.12) 得 出 
(Zit1 — Ti)u (2) 
= u(zui) — ulz) + f K — zijw (lt)dt + f Vwi) (t)dt. 
根据 (4.2.9), 由 上 式 得 出 ， 当 z € [enri] 时 有 
u'(z) -T(z) = w(z) — E 
= + { f K — ziju” (t)dt + f a zidu” (de) . 


因此 ， 利 用 Schwarz 不 等 式 得 出 ， 当 z € [erru] 时 有 
lu (x) — 2! (z) 


<a f ([e- za) (f ju" opa) 
+( f taua) ( Í i wora) y 


< 诗人 (t — zi)2dt) + f” (t — zn) 
{ [ pu rat f pw OPa) 
= j EA- En Z+) s ju” (t) 2 dt, 


由 此 得 出 


f B lete) — wo) 


sf opa [e-a (mn) 
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h? pm 
= af lu” (z)|° dz. 


(A.2.13) 
i h = max hi, 则 由 上 式 得 出 
b b 
f lw (rz) — T(z)? < É f ju” (z)|? dz. (4.2.14) 


引 理 4.2.1 对 于 函数 集合 


“一 t: eb, 中 £ E ,上 有 连续 导数 (i 二 = 0,1,2,... ,k) | 


有 Friedrichs 不 等 式 
b b 
f ju(z)|?de < (b — a)? f ju (a) der, YueV (42.5) 
证 设 “ € V , 对 任 一 区 间 [z , z a+4](0 < i < k), 当 TE 


[£i i41] 时 有 
u(z) = u(x) 一 ulzi) + u(z;) — ulti) + + ufr) — u(a) 


= x x, 
= f u (t)dt + f w(t)dt + .+ f wu (t)dt 
= m¿-1 a 


= f u! (t)dt. 


利用 Schwarz 不 等 式 ， 由 上 式 得 出 


lu(z)|2 < ( f iv < f ' w (a)dt < (b— a) f “ju (z). 


对 这 个 不 等 式 两 端 在 区 间 [a, 身 上 积分 就 得 出 不 等 式 (4.2.15). 证 
完 . 

现在 来 证 明 下 面 的 关于 有 限 元 素 法 解 的 误差 估计 定理 . 

定理 4.2.2 设 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 (4.2.1) HBR u(z) 
有 二 阶 导数 (可 以 是 弱 导 数 , 参阅 5.3 节 的 定义 1) u”(z) € L (a,b), 
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则 (4.2.1) 的 有 限 元 素 法 解 wla) 有 下 列 误差 估计 
llus — lz < Cilu” lizh, (4.2.16) 
llak — ellz < C(b — alle” lizh, (4.2.17) 


其 中 h = max h;, C= pı + g (b — a)? 
O<;i<k *' Gpo : 


证 由 (4.2.3) 及 {4.2.15) 得 出 
leila < pillu]|2 + allel? < [pi + (b — allle, ue Ha, 
(4.2.18) 
lella > valele > VP lulla, u € Ha. (A.2.19) 


H (4.2.19),(4.2.10),(4.2.18) 及 (4.2.14) 得 出 


1 1 ,一 
llug ~ wl < —lluk ~ ulla < —liu — ulla 


”VB vpo 


五 一 2 
< T T — |l < Cllu” lah. 


此 式 即 (4.2.16). 再 由 (4.2.15) 及 上 式 得 出 (4.2.17) 证 完 

定理 4.2.2 说 明 ， 有 限 元 素 法 近似 解 uk (z) 及 其 导数 ul (z) 相 
对 于 精确 解 xz) 及 其 导数 w{z) 的 误差 由 天 = max hi 确定 ， 当 
h 越 小 时 误差 越 小 ， 当 站 一 0 时， 有限 元 素 法 近似 解 ulr) 及 其 
导数 uk (z) 在 L(a, b) 中 分 别 收 和 急于 精确 解 w(z) 及 其 导数 u! (a). 


43 二 维 有 限 元 素 法 


ENER 中 的 一 个 有 界 区 域 ，u E W12(0). 如 果 (u — b) € 
W (9), B < 满足 


Gudp Dupp _ i 
Í, (% Bx + By By fe) dz =0, Yp €C), — (43.1) 
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则 称 u 为 Poisson 方程 Dirichtet 问题 


Ə 3 
| 在 中 中 f e (9) 


u = @, | # Ə Q E, ó e WHN) 

(4.3.2) 
E WiO 中 的 广义 解 . 仿 定理 1.3.1 可 以 证 明 , Rn E u & Dirichlet 
问题 (4.3.2) 的 (广义 ) 解 ， 则 u E2 


r= ff EE] “aaa; (4.3.3) 


在 函数 集合 {u € W12(Q)|(u — y) € W9”(Q)} 中 的 极 值 函 数 . 

把 区 城 台 用 假想 的 线段 前 分 为 三 角形 网 格 ， 要 求 每 个 三 角形 
的 顶点 不 能 同时 又 是 另 一 个 三 角形 的 边 的 内 点 ， 每 一 个 三 角形 至 
少 有 一 个 顶点 是 区 域 介 的 内 点 ， 三 角形 网 格 所 成 的 多 边 形 的 顶点 
都 在 80 F. 把 此 和 多边 形 记 为 .所 有 三 角形 的 预 点 称 为 AE. 
记 含 于 区 域 Q 内 部 的 结 点 为 DO …, 的, 记 位 于 边界 an 上 
DETER ][n+2].. [ns ] 每 一 个 三 角形 叫做 一 个 
元 素 , 把 所 有 三 角形 元 素 编号 为 M, A2, …, Am 设 结 点 G) (或 
L: ]) 的 坐标 为 (ziyi), Dirichlet 问题 (4.3.2) 的 近似 解 在 该 结 点 的 
值 为 wifi = 1,2,… ,ni 十 3). 边界 结 点 上 的 值 Unti Unts 由 边 
界 条 件 确定 ， 其 值 是 已 知 的 . 视 内 部 结 点 的 值 ul ,an 为 未 知 
E. 

如 果 元 素 A, 的 三 个 顶点 按 反 时 针 旋 转 顺 序 是 (人 G), 6 在 
Ae Lii R H t 


telz, y) = Qe + peT + Yey (4.3.4) 
使 得 
u; = ue(2i, yi) = Qe + Beti + Yeti, 
u; = telj, yj) = Qe + Pezi + "Yel, (A.3.5) 


Um = Wefzm， Ym) = Qe + Petm + YeYm- 
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这 是 关于 ae, ber Ye 的 线性 方程 组 ， 其 系数 行列 式 


l zi 4i 
1 z; y |= 2A, #0, (4.3.6) 
l Zm Ym 


其 中 A。 表示 元 素 A, 的 面积 ， 故 方程 组 (4.3.5) 有 唯一 的 解 


= 一 -一 一 一 一 =— 4.3.7 
Ce 2A. Be 2A。 "fe 2A 人 。 ( ) 
其 中 
Ui Ti Yi 
A, = Uj Ej Yj j| 7 Ui ji + amum, 
l w y 
B, = | 1 u; W; = b;u; + b;u; 十 bn， (A.3.8) 
l ua Ym 
1 Ti tii 
Ce =| 1 z; uj |= Cit + eju; + Cain, 
l Zm Um 
式 中 的 a;, 0;, Öm, bi, 5;, bi, Ci, Cj Em 按 下 式 计 算 
Tj Yj Tm Ym Ti Wi 
Gi = ， Qi 二 > Gm 三 
Tm Ym ti H Zj Yj 
bi = Yj — Ym, bj = Ym — Yi bm = Yi — Jj, 
Ci = Tm — tj, €; = ti — Em, Cm = Tj — Ti. 
(4.3.9) 


将 (4.3.7) 及 (4.3.8) 代入 (43.4) 后 ， 再 利用 等 式 (4.3.9) 得 出 


tie (z, y) = Eiti + Eju; + EmUm, (z, y) € Ae (4.3.10) 
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其 中 


lz y 
G, + biz + c; 1 
& = iey) = ——A “- aA 1 z; w j (43.11) 
e e 1 Em Ym 
如 果 采 用 记号 
lz y 
Lim = L; (z, y) =| 1 Z; Yj = 2A5, (4.3.12) 
l £m Ym 


其 中 A 表示 动 点 P(z,v) 与 两 顶点 O, G 所 成 三 角形 的 面积 . 

而 Ljm(z,Y) = 0 表示 连接 两 点 (办 与 的 的 直线 方程 ， 且 
(Lijm)i = LjmlTi, i) = 2 Ae- 

因此 得 出 


A: Lim 
= = A = TD, Je 
e jm 


Aš L mi 


€; = &;(z,y) = A = Umi); 


Am Lij 


Em = imla) = A = Toia 
通常 称 & = (Ei Ej Em) 为 点 P(z,y) 关于 元 素 A, 的 面积 坐标 或 
重心 坐标 , 它 满足 
file, y) + Eley) + Emly) = 1, 
(To) = 1, ilti yi) = Elm, Ym) = 0, 
leju) = 1, (em Ym) = E(t: yi) = 0, 


Em (Lim, Ym) =1, £a (25, yi) = EmlEj Yj) =0. 
显然 ， 元 素 Ae 的 顶点 的 重心 坐标 分 别 是 (1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1), 


hatama [1 1 1 
而 A 的 重心 的 重心 从 标 是 (355) 
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在 对 区 域 Q #4r= ff W B| Zh Br š tH 0 £ iB N 中 , 在 每 一 元 
E Ae 上 按 公式 (4.3.10) ELAH AM ulz, ye = 1,2,:.. ,m), 
即 


ulz, y) = uels, y), 23 (wD € A, (e =1,2,--- ,m). (43.13) 


这 个 人 上 分 块 有 连续 导数 的 连续 函数 也 可 以 表示 成 


T=+s 
u(z,y) = Y Bilz, yu (my) E, (4.3.13 
i=l 
其 中 Bir, y) 是 这 样 定义 的 ， 如 果 结 点 GO 的 相 邻 结 点 为 (2 OD 
MOD., TA 有 9 为 顶点 的 元 素 是 Al Az As, A4, As, 则 
£ = =, H(z, y) € Aele = 1,2,3,4,5), 
Bilz, y) = ° 5 
0, G(r, y) € U Ae 


即 Bizy 表示 以 OATA, 以 五 边 形 GOAD OAE, 
高 为 1 的 多 面 锥 的 侧面 ， 它 在 五 边 形 外 为 零 . 

如 果 把 元 素 剖 分 得 充分 小 ， 可 以 把 区 域 多 近似 地 看 成 多 边 
形 区 域 Q'， 当 边界 结 点 充分 密 时 ， 叉 可 把 边界 函数 y 在 多 边 形 
Y 的 每 段 直 线 边 上 近似 地 看 成 线性 函数 .于 是 对 (4.3.13) 定义 的 
插值 函数 uly, AMEE Y 上 有 u = 多 有 限 元 素 法 就 是 
以 多 边 形 Y 代替 O, 以 形 如 (4.3.13) 的 函数 集合 P, REEE 
{u € W!2(Q)|u — ó € We” (nN)}, 而 在 P, ERZEK (4.3.3) 的 极 什 
函数 ， 把 这 样 得 到 的 形 如 (4.3.13) 的 极 值 函数 作为 Dirichlet 问题 
(4.3.2) 的 近似 解 . 

将 插值 函数 (4.3.13), 即 (4.3.13) EAI m (4.3.3), 利用 (4.3.4) 
及 (4.3.7) 得 出 


Iu) = > Ie, (4.3.14) 
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-3// OE + (总) es f f. fuodedy 


=> a (82 + dedy 一 TL f(&u + Eu + Emum)dzdy 


= 元 ga (Be + Oi) — (fiti + fju; + fmum) 


=< AOUS (EU) + (uru -Uas 
(4.3.15) 


其 中 fe 称 为 元 素 A 的 荷载 矩阵 , H # 


= Í [tsa = Í Í sededy, 及 = 站 am 
À, À. À. 


(4.3.16) 
b; ti u; H 
b. = | b; ， Ce=| ec; f, Vs] y Jb fe = f; , 
bm Cm rm ka 
(4.3.17) 
由 (4.3.15) 得 出 
L= tyz k.U, — fZU,, (4.3.18) 
其 中 


__l T T 
ke = ga beb? + cod) 


t + e? bib; + c;c; bibm + cicm 


1 
= AÇ; bib; + cici 5 +c bjbm + Ejem 
bibm + Cicm bjbmtCjEm bnt 
kii ki kfm 
=| K Ky M, 
kni knj kinm 


(4.3.19) 
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KATER A, 的 刚度 矩阵 . 
利用 n + s £T Ë] SE BE: 
U = [ui u2, Un 二 1， sünt], 
FE =[- fe fr fg F, 
其 中 F, 中 除 第 z, J rn 行 的 元 素 外 其 余 元 素 都 是 0, 并 把 元 素 A. 
的 刚度 矩阵 增 广 为 n+ s 阶 和 矩阵 


(4.3.20) 


ke k$, .. kn 
K =| i & e K e kea o (4.3.21) 
kia oe kij ee kEm o 


其 中 除 1 行 8 #J09 ke (L. s = i, j,m) 9 个 元 素 外 其 余 元 素 都 是 0, 于 
是 (4.3.18) 可 以 改写 成 


L. = FUTKeU ~ FTŲ, (4.3.22) 
将 此 式 代入 (4.3.14) 得 出 
I(u) = UTKU — FTU, (4.3.23) 
其 中 N" 
K=Y K, F=Y Fe (4.3.24) 
e=1 e=1 


n+ s BIER K 称 为 问题 (4.3.2) 的 总 刚度 矩阵 , 而 r + s 行 的 列 
矩阵 F 称 为 问题 (4.3.2) 的 总 荷载 矩阵 . 

由 于 在 边界 结 点 上 的 值 unti Untz Unya 为 已 知 ， 将 矩阵 
U,F ËR K 分 块 为 


U = ; r=-| 5|: r-| % Ai (4.3.25) 
F K 


Ü 
Ü 


ta A ku ko + kim 
p= uz f- f: OR- ka k ‘kom 
Un fn km1 km2 n. kmm 
(4.3.26) 
A n FRUIRE n Bt J E£. 


HERE U, F, K 的 分 块 形式 (4.3.25) 代入 (4.3.23), IDRE 
阵 乘法 展开 得 出 


I(u) = 0TRO + UTRG + Dr RÜ -~ 到 万- FIU, (4.3.27) 
此 式 为 关于 未 知 量 w, uz ,tm 的 二 次 多 项 式 ， 求 泛 函 IG) 在 
P. 中 的 极 值 的 数 (4.3.13) 就 是 选取 ui, uo,- ,tm 使 I(w) 取 极 小 
值 ， 因 而 必须 

Əla) ar 四 UW _ 0 


Ən O Ón Bm 
即 ər 
zw -0 (4.3.28) 
以 (4.3.27) 代入 上 式 得 出 
RU + RY-F=0. (4.3.29) 


此 为 关于 uun ,un 的 线性 方程 组 ， 它 是 由 方程 组 
KU-F=0 (4.3.30) 


去 掉 最 后 s 个 方程 得 到 的 ， 因此， 在 用 计算 机 计算 实际 问题 时 ， 
RR HEH (4.3.30) 中 的 前 n 个 方程 ， 再 将 已 知 边 界 值 D 代 
入 ， 就 得 出 方程 组 (4.3.29). 解 方程 组 (4.3.29) 得 出 近似 解 在 内 部 
结 点 上 的 值 u1,w2,… stn, 从 而 得 出 有 限 元 素 法 的 近似 解 (4.3.13). 
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为 了 得 出 问题 (4.3.2) 的 有 限 元 素 法 近似 解 ,我 们 还 需 对 (4.3.16) 
中 的 积分 进行 计算 ,由 (4.3.11) 及 (4.3.9) 得 出 


z = tibi + Tjj T Tmém; Y= tht +t ymtém. (4.3.31) 


BJ Ei tE t Em = 1, A Em = 1— 6 — 6; 代入 上 式 得 出 


{ z = (Ti — Tm)éit (z; — Z2m)Š; + Zm 


(4.3.32) 
Y = (Yi — Ym): + (Yi — Yn) + Ym- 


对 {4.3.16) 中 的 第 一 个 积分 作 变数 代 换 (4.3.32) 得 出 
a f f f(z,u)&,dzdy 
A, 
一 去 f f fmiti + z;Š; + Tmtm Viti + Yiés + Ymém) 
A 


a(z, y) 
alé: E) 


-& détidé; 


= f f f((%; — ma )8; + (z; — Za); + £m, (Yi — Ym és 
As 


Hyi — Ym)E; + Ym )éidéidé;, 
(4.3.33) 


其 中 
入 = 人 6 E€ R2|6, > 0,6; > 0,6 +£ <1} 
是 在 (Eni) 平面 中 以 点 轴 ， £; ARER g, +£; = 1 所 围 成 的 三 
角形 . f 
如 果 f = Flep Er, y BEAR, W (4.3.16) 中 的 被 积 函数 


f(z,u)&; = f(ziti + z;É; + mama ES + YE + Ymém)és 


H Enb Em 的 多 项 式 ， 出 可 利用 下 面 推出 的 积分 公式 (4.3.34) 计 
算出 (4.3.16) 的 值 ， 利 用 变数 代 换 £ = (1 — &)t 及 8 函数 的 积分 
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> 
y, 


kim! 
(k +n + 1)!' 


云 z) j ‘efez dedy 


= [te -dd 
A; 


-f (= EË —&— yas] 


-f El gn tintlgé, L ti (1 — t)" dt 


_ +int) lmn! 
T (GFG +m +2)U(U +L, + DU 


由 此 得 出 重要 计算 公式 


2A, ffe Ef Ene dedy = Cr tH a (4.3.34) 
A, 


Í er(1 — €)"dé = 


对 任意 形状 的 区 域 Q, 用 有 限 元 素 法 求 近 似 解 时 , 可 以 适当 布 
置 结 点 ， 使 多 边 形 区 域 Y 充分 接近 Q, 可 以 编制 从 列 出 线性 方程 
组 (4.3.15) 到 解 出 ,42,-… ,tn 的 通用 程序 ， 下面 举 出 一 个 用 手 
算 的 例子 . | 

设 有 一 边 长 为 44 的 正方 形 金属 板 ， 其 上 、 下 两 面 均 与 外 界 无 
热 交 换 ， 已 经 测 得 它 在 边界 上 的 温度 ， 如 图 1. 今 求 在 内 部 结 点 
上 的 温度 的 近似 值 ， 此 时 温度 函数 uz, y) 满足 Laplace 方程 ， 即 
PRAEAN w(z,y) 是 Dirichlet 问题 (4.3.2) 当 ffz, 切 三 0 时 的 
解 . 


由 于 区 域 及 边界 条 件 的 对 称 性 ， 只 需 考 虚 区 域 的 一 半 .， 如 图 
1, 剖 分 右 半 部 分 区 域 为 16 个 三 角形 元 素 , 内 部 结 点 为 OG …， 
© 由 于 2A。 = P(e =1,2,… ,16) 及 f(z, y) = 0, 合并 (4.3.14) 及 
(4.3.15) 得 出 


16 
1 
I(u) = Gn, u6) = -a 2 (B +OP). (4.3.35) 
1 一 | 


由 (4.3.9) 看 出 ， 对 两 个 三 角形 元 素 ， 如 果 经 过 平移 后 它们 可 
以 重合 ， 则 数值 bi, bj, bs, ci esj, c= 相同 ， 因 此 ， 图 1 中 的 元 素 可 
以 分 为 两 类 ， 
(ü BERISI (z0: y0), (zo, y0 — D, (zo 十 4yo) 为 顶点 G, G), 
(m 的 元 素 ; 
(ii) ERA AE (z0, yo), (zo, yo +8), (zo —L y0) 为 顶点 CO, Q), 
NURR. 
相应 于 这 两 类 元 素 的 bi, bj, bm Cis c; Em 分 别 为 
(i) b; = —l, b; = 0, bm = t, e; = I, c; = i, cm = 0; 
(ü) b; =1, b; = 0, bm = —l, c; = l, c = 1, Cm = 0. 
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于 是 ， 由 (4.3.8) 及 (4.3.9) 得 出 

(ue 一 Um)， 对 (二 类 元 素 . 
lui- u), HORE, 

Iuj- u), HÜXTR. 


B, = bity + b;u; + bmum = | 


C = au euy Hent = 


此 式 可 归结 为 
Ëe = 水 平 边 上 右 端 结 点 上 的 函数 佳 

。 TFA EAEAN 5 t lis sdi, 
Ce = 铝 和 边 上 上 方 结 点 上 的 函数 人 

_ 铅 垂 边 上 下 方 结 点 上 的 函数 值 . 


将 此 计算 规律 应 用 于 (4.3.35) 得 出 


CE 


e=1 
1 
= + 2(us — ui)? + 502 + 2u + 2(ua — ug)? + 2u + 2(ue — ws) 


+2u3 + (100 — u1)? + 2(100 — ug)? + 502 + (u1 — us)2 
+2(uz — u4)? + (us — us)? + 2(u4 — ue)? + už + 2u8)- 


选取 uuz o ,ue 使 上 式 取 极 小 值 ， 即 需 


1 
Je = w — wa + Flu — 100) + F(u =w) = 0, 


ÊI L ug — uy + ua + uz — 100 + ug — ua = 0, 

Əus 

Z =u Be — us) + Zla- us) = 0, 
ôI 
Z = u, — 8 + ta + tua — ua + ta — ug = 0, 
Bua 
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1 1 
Ju, 7 “5 — us + Z (us — ua) + >s = 0, 
5 


ðu, 2 
ƏI 
= = ue — us + tig + us — u4 + us = 0. 
ug 
将 此 方程 组 化 简 得 出 
Au, 一 2u 一 ua = 100, 
一 &1 +iu — u4 = 100, 
—tit +4%us —2tt4 一 也 5 一 0, 
(4.3.36) 
~uz —us +4wa -us = 0, 
一 也 3 十 445 —2ue = 0, 
—tta —us +4us = Q. 


对 应 于 Laplace 方程 平均 值 定理 , 上 面 方程 组 中 第 i 个 方程 表明 ，; 
在 结 点 i 上 的 值 等 于 在 与 i 相 分 的 4 个 结 点 上 的 平均 值 . 
解 线性 方程 组 (4.3.36) 得 出 


1475 300 
u = >> = 52.679， uz = 了 = 42.857, t4 = 25, 


u4 = Z =18.75, 人 由 = 5 = 9.821, au6 = 了 = 7.143, 
再 由 对 称 性 知 wr = wz, ws = us, ug = ug. 这 样 ， 就 得 出 所 有 内 部 
结 点 上 的 温度 的 近似 值 . 

由 定理 3.6.1 知道 ， 如 果 增 加 结 点 而 把 元 素 训 分 得 更 小 ， 则 得 
出 的 近似 解 将 更 接近 于 精确 解 . 对 于 工程 技术 中 的 实际 问题 , 为 了 
符合 精确 度 的 要 求 ， 往 往 需 要 前 分 成 很 小 的 元 素 ， 因 而 结 点 的 个 
数 很 多 ， 这 就 要 求解 含 大 量 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 ， 所 以 应 用 
有 限 元 素 法 时 , 一般 要 利用 计算 机 求解 . 但 我 们 看 到 ， 如 (4.3.36)， 
这 样 的 线性 方程 组 的 系数 中 有 大 量 的 零 ， 即 其 系数 矩阵 中 非 零 元 
素 是 稀 玖 的 {此 种 矩阵 称 为 稀疏 矩阵 ) 因此 可 以 尽量 少 存 贮 零 元 
素 以 节省 在 贮 ， 从 而 用 较 小 型 的 计算 机 解 较 复 杂 的 实际 问题 . 
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44 二 维 有 限 元 素 法 近似 解 的 误差 估计 
AK x= W mari g um ik, K Dirichlet 问题 (4.3.2) 的 
近似 解 的 误差 估计 . 
引 理 4.4.1 iÉ uc C2(A.), B# A; 上 有 
Fu Pu 


函数 uly) 在 元 素 A, 的 结 点 O G), 网上 的 值 分 别 为 
WT) = u, UAT) = uj, (Pm Ym} = Um. 
在 A。 上 定义 线性 插值 函数 
als, y} = Citti + Eu) 十 Emm, (4.4.2) 
其 中 (各 三) 为 点 (y) 的 重心 坐标 .那么 有 下 列 估计 
Bz Du h 443 
n rT z- Z sam sing’ (4.4.3) 


其 中 是 A。 的 最 大 边 长 ，9 为 A。 的 最 小 角 . 
证 设 (z, y) 为 A, 内 任 一 点 ， 由 Taylor 公式 ， 对 = hm 
有 


uk = UTh yk) = u(z,y) + (£k — z) S z t- DE + Rk, (4.4.4) 


R =; [G -aP EEEo a) + (ex 一 age -攻关 和 Go BO) 
+(Jk -oem)), 
(4.4.5) 
其 中 (Ze, gk) 为 (Tk, yr) 与 (2,4) 连接 线段 中 的 一 个 点 ， 即 


Ek = z+ 0,(zx — z), Fe = Y + OY y) 0 < 6, < 1. 
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将 函数 (4.4.2) 微分 后 ， 再 将 (4.4.4) 代入 得 出 


Ou _ 人 
Or > ðs 全 
k=; jmn 
ó dEr Ou 
= 3 SE ula, y) + Y> (Tx 一 7) Sç (4.4.6} 
k=ijm kzi, jm 
Ëk ĝu Os 
+ > (u — 8) Əy > 3 R 
k=ijm k=i,j 
H (4.3.11) Æ (4.3.9) 有 
86; _ uj — Ym 98; _Ym— Yi Öm _ W M 
ðs SA. 0s T 2A, ðs T A, “4D 
由 此 得 出 
btk o, 
k=i jm or 
OE Bt 
> -oas D as 
kci, jn kzi, Jm 


1 l Zi Pi 1 
= z; y |= 
2Ae| 1 £m Ym i 
Er ðr 
> (ux 一 切 = > 加 有 
k=i jm k=i, jm 


1 
= gA, (Ym) +g; [ym 1) T pm (i —y;)]=0. 


把 这 三 个 式 子 代入 (4.4.6) 得 出 
Og Bu a 
S; = az t > P Rh. (4.4.8) 


-139 . 


H (4.A.5) 及 (4.4.1) 有 
M 
[Rel < > {lz — z| + lyk — yl} 
< M(|ær — z|? + [yk — yl?) < Mh. 


因此 ， 由 (4.4.8) 及 (4.4.7) 有 
< Mh2 y` 89% 


8 
= | > PER, 一 | ðr 
k=i jsm k=; jm (4.4.9) 


— Mh? |; — Ym] + [ym — y| + |; — yl 
2A, 
设 元 素 A, 的 三 边 hi, hj, hm R, h = hm 最 长 ， 最 小 角 0 的 
对 边 为 hi 即 有 


ðü Ou 
Dr Br 


h = ha > h; > ha. 


由 此 知 
2h; > h; + h; > hm = h, 


A. = Thiha sin 0 > H ang. 
将 此 不 等 式 代入 (4.4.9), 并 利用 


|z; 一 mn| + lym — yil + |; — yl 
= 2max(|#; — Yml | — yil |; — yil) < 2h 


得 出 (4.4.3) 的 第 一 式 ， 同 法 可 证 (4.4.3) 的 第 二 式 . 证 完 ， 

现在 讨论 Dirichlet 和 问题 (4.3.2) 的 有 限 元 素 法 近似 解 的 误差 估 
计 . 如 4.3 节 所 述 , 把 区 域 从 近似 地 看 成 由 三 角形 元 素 A Ans 
Am 组 成 的 多 边 形 V, 把 边界 函数 y 在 多 边 形 Y 上 的 每 一 边 上 
近似 地 看 成 线性 函数 ， 我 们 将 在 这 种 意义 下 得 出 有 限 元 素 法 近似 
解 的 误差 悄 计 . 

定理 4.4.2 设 人 9 是 由 三 角形 元 素 Al, An, Am 所 组 成 的 
多 边 形 区 域 ， 边 界 函 数 世 在 多 边 形 Q 的 每 一 边 上 是 线性 函数 . 再 
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设 
uz,y) € C3 = [u € O(N) = p, Æ 80 E} 
满足 Poisson 方程 Au = f, HER LE 
Bu 3u < Jg u 
8z2| >  |8z8y| ` ðy? 


而 ù(z,y) Æ Dirichlet 问题 (4.3.2) 的 有 限 元 素 法 解 ， 那 么 有 下 列 
估计 
ee) + ðü ðu 
[hæ * (8 5) 
TT. (ë — u) dzdy < 16M°H* — a 3g 


HH h ARACE AA。 的 边 长 的 最 大 值 ，8 为 所 有 元 素 A 的 角 
的 最 小 值 ， 而 H 是 包含 Q 且 边 平行 于 坐标 轴 的 最 小 正方 形 的 这 
长 . 

证 f (vi, yi) = w(;=n+ 1,n + 2, ... n + s). 采用 记号 


ORO 


Iv) = D(x) 一 f fvdz, 


nta 
P, = B B;(z, yjuilur ,Un € n}. 


t=1 


< M, (4.4.10) 


s eu 
(4.4.12) 


(2,y) 是 Dirichlet 问题 (4.3.2) 的 有 限 元 素 法 解 ， 即 
I(8) = min 1(o). (4.4.13) 
由 于 多 在 多 边 形 Nn 的 每 一 边 上 都 是 线性 函数 ， 故 有 


s=, EIME WweP,. (4.4.14) 
. 4 . 


仿 定 理 1.3.1 可 以 证 明 
I{v) — Ilu) = D(e —wu), YeP, (4.4.15) 
事实 上 ， 对 任意 ve 已 , 令 p = v — u, 则 在 8 上 有 w=0. 以 


二 如 十 8p 代入 D(u), 经 计算 得 出 


Dle) = D(w + D(e) + f (2 + x=) dedy. (4.4.16) 


在 元 素 A. 上 应 用 格林 公式 (1.3.7) 得 出 
OpBp ppp ĝu 
人 Auam+ 人 (2, =) 2 
(4. 
我 们 可 以 证 明 
m Ou 
> / a. Pads =0. (4.4.18) 
因为 当 元 素 A. 的 某 个 边 与 多 边 形 Q 的 一 个 边 重合 时 ， 由 于 e 
在 89 上 为 零 ， 故 有 J weds = 0， 当 二 为 两 个 元 素 A, 及 A, 


的 公共 按时， 由 于 A, 及 A, 在 工 上 的 法 线 n 有 相反 的 指向 ， 即 
对 于 A, 及 A。 六 在 其 公共 边 上 的 信 彼 此 反 号 ， 因 而 有 


3) ðn 


Ou du 
—ds +f —ds = 0. 
fana aane Ön 


这 就 证 明了 (4.4.18) 是 成 立 的 . TE, 38 (4.4.17) 对 所 有 元 素 Ae 
的 编号 e = 1 2,…… ,m 求 和 后 得 出 


Dupp udp _ 
fpo nuizans f Eat EIE) dody =o 


dup | dudy =- 
J (221 EE) aedy = fw A wasa 


由 此 有 


= f w- urazay, 
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将 此 式 代 入 (4.4.16) 就 得 出 (A.A.15). 
fir u(z;, i) = wli = 1,2, n) alz, y) = x Bi(z, yjui € 
Pn, 由 (4.4.13) 有 
I) = min 1() < Kë). 
因此 ， 利 用 等 式 (4.4.15) 得 出 
D(ù — u) = F(ù) — u) < (a) — Ilu) = D(a — u). (4.4.19) 


Div) 的 定义 及 引 理 44.1 有 


ses=1 E-E- e 


1 < ôa ðu)? /ðu ƏuN2 
-È (E-a aa) e 


e=1 
h VE 
< — 一 
一 (uaes) > 


以 此 式 代 入 (4.4.19) 得 出 估计 (4.4.11). 
由 于 到 -在 38 上 为 零 ， 设 


Qc Q= {(z, ya <z <a+H, c<y<e+ H}, 


HE QN Pe u=0, 则 由 引 理 4.2.1, 对 固定 的 y 及 五 = a+ H # 
ë—wue€V, 从 而 一 维 Friedrichs 不 等 式 


a+H a+H Bi Bu 2 
2 2 ou _ ou 
f (a — u) “dr < H f (= >) dz 


RE. EAX y Æ [e,c + H] 上 积分 就 得 出 


ða Bu\? 
2 2 gu ou 
上 (ú — u) dredy < H f ( Jz e) drdy, 


同 理 可 得 
[e-un m Í (F - Be) ud 


此 两 式 相 如 后 再 利用 不 等 式 (4.4.11) 得 出 (4.4.12). 

注 1 定理 4.4.2 说 明 ,， 在 进行 三 角形 前 分 时 ， 如 果 保 持 三 角 
形 元 素 的 所 有 角 6 都 满足 条 件 Q > 8 >0，, 则 当 疡 一 0 时， 有限 
TREUR i Æ Sobolev 空间 WIO) 中 收敛 于 精确 解 u. 

注 2 定理 4.4.2 BH, 进行 三 角形 训 分 时 ， 使 元 素 的 最 大 边 
越 小 而 最 小 角 越 大 ， 则 有 限 元 素 法 近似 解 越 精确 . 因此， 当前 分 
成 的 元 素 个 数 相同 ( 即 有 相同 的 计算 量 ) 时 ， 放 分 方法 的 不 同 也 会 
使 近似 解 有 不 同 的 精确 度 ， 例如 ， 把 图 2 中 的 四 边 形 前 分 成 商 个 
三 角形 ， 则 左边 的 放 分 比 右边 的 前 分 好 一 些 . 


图 2 


45 关于 初 - 边 值 问题 


有 限 元 素 法 广泛 应 用 于 椭圆 形 方 程 的 边 值 问题 . 把 有 限 元 素 
剖 分 与 伽 辽 金 方法 结合 起 来 还 可 以 求 抛物 型 方程 及 双 曲 型 方程 的 
H- 边 值 问题 的 近似 解 . 本 节 以 热传导 方程 为 例子 说 明 这 种 求解 
的 方法 . 
讨论 抛物 型 方程 的 初 ~ 边 值 问题 
Ou 


z7 Au + f(z,y, t), (zy E (1, t > 0, (4.5.1) 
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u(z,u,0) = uo(z,z), (2,4) E Q, (4.5.2) 
ulz, y, t) = 0, (x,y) € 8Q, t > 0. (4.5.3) 


将 区 域 Q 进行 三 角形 剖 分 ， 设 内 部 结 点 为 QO n G 把 初 ~ 
边 值 问题 (4.5.1) (4.5.3) 的 解 uey t) 先 对 空间 变量 离散 化 ， 设 
u(z, Yt) 在 点 i 的 值 为 ui (t), 即 


wp, ui, t) = u(t). (4.5.4) 
再 根据 (4.3.13) 在 N 上 的 构造 捅 值 函 数 
u{z,y,t) = 3 u;(t)B:(£,y), (4.5.5) 
i=1 
这 里 已 利用 了 边界 条 件 (4.5.3), BI unpilt) =: = w,+ (t) = 0 


以 Bile, y) RHH (4.5.1) 及 初 值 条 件 (4.5.2) A, WEQE 
积分 得 出 


人 如 (z, y)dzdy = /en + f)B;(z, y)dzdy, (4.5.6) 


f ulz, y, 0)B;(2, y)dzdy = f uo(z,)B;(z,y)dzdy = cj( 常 数 ). 
t] p 


(4.5.7) 
由 格林 公式 (1.3.7) 有 
ðB; ðu B; ðu 
f B; Audzay + f (a 十 一 一 Əy ð 2a) andy 
= B da = Ü 
> L. 18 


以 此 式 代 入 (4.5.6) 得 出 


8B; au 8B;8 
[Rs (z,y) dzay+ | 个 = 1 ) dady = F(t), 
(4.5.8) 


. 145 ， 


F(t) = f f(z,y,DB,(z,y)dzdy. 


以 (4.5.5) 代入 (4.5.8) 及 (4.5.7) 得 出 


Y AG) + 3 Bisuilt) = F;(t), 
i=l s=1 


2 Aouw(0) = c, 


í=1 
其 中 
Aj = | BiBsdedy, 
i =1,2,--- ,n) 
ƏB; 8B; ƏB; ƏB; 

„= | {i | ded 

Bis C ðe ty 次) zdy, 
(4.5.10) 


(4.5.9) ERMEK u(t), ualt), -run (t) 038 8 8k — Wr R k 
分 方程 组 的 初 值 问题 . 由 于 Bı, Ba, Bn 是 线性 无 关 的 ， 容易 
证 明和 矩阵 (Ay) 的 行列 式 不 为 零 ， 故 初 值 问题 (4.5.9) 又 可 简化 成 


u (t) + S Kuult) =G;(t) (i=1,2,. n), (45.11) 


j= 


wi(0) = wio (i=1,2,- n (4.5.12) 


由 这 个 方程 组 及 初 值 条 件 可 以 解 出 41( 引 ,V2( 引 … stalt), EEN 
代入 (4.5.5) 就 得 到 初 — 边 值 问题 (4.5.1)~(4.5.3) 的 近似 解 . 

为 了 求 数值 解 , 我 们 还 可 以 把 常 微分 方程 组 初 值 问题 (4.5.11) 
A (4.5.12) 用 有 限 差分 法 化 成 线性 代数 方程 组 求解 ， 这 里 介绍 解 这 
种 初 值 问题 的 一 种 比较 好 的 差分 格式 ， 取 步 长 为 At, 命 


u = ulk At), GP =Gilk At) 
(i=1,2, -nk = 1,2,3,...). 


(4.5.13) 
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方程 组 (4.5.11) 可 以 近似 地 写成 
k n (k+1) (k) k k 
ul +1) 一 的 + uf + _ G! +1) +G: ) 


At — ii 2 2 
j=1 


即 
n At k+l 
>` @ + xu) ul +1) 
j=l 


= > @ SK) u + Alg + Gf) (i=1,2,-.. ,n). 
j=1 
(4.5.14) 
当 At 充分 小 时 ， 此 方程 组 的 系数 行列 式 


det Ë + rl £0. 


由 (4.5.13), 初 值 条 件 (4.5.12) 变 为 uP = wio(i = 1,… ,n), 因而 
由 方程 组 (4.5.14) 依次 对 天 = 1,2,3,:… 可 以 计算 出 专人, aP, o, 
ult. EH (4.5.4),(4.5.5) 及 (4.5.13) 得 到 近似 解 


Di Yik A t) = uf” (i = 1,2,--- n; k = 1,2,3,...), 


或 
u(z, yk At) = Y u” B,(z, y) (k =1,2,3, ). 


i=1 


46 关于 元 素 的 前 分 


对 于 二 阶 微分 方程 二 维 边 值 问题 ， 用 有 限 元 素 法 求解 时 ， 通 
常 像 上 面 那样 将 区 域 剖 分 为 一 些 三 角形 ( 称 为 三 角形 剖 分 ) 此 时 


每 个 元 素 上 的 揪 值 函数 是 一 次 函数 ， 为 了 提高 近似 解 的 精确 度 ， 
` 147. 


可 以 把 元 素 章 分 得 小 一 些 ， 但 也 可 以 升 高 插值 多 项 式 的 次 数 来 达 
到 提高 近似 解 的 精确 度 的 目的 . 另 一 方面 ， 由 于 二 阶 方程 边 值 问 
题 对 应 的 汉 轿 只 含 有 未 知 函 数 的 一 阶 导 数 ， 所 以 插值 旺 数 可 以 取 
一 次 函数 . 如 果 讨 论 的 是 四 阶 方程 (如 双 调 和 方程 ), 对 应 的 泛 函 中 
将 含有 未 知 盟 数 的 二 阶 导数 ， 则 插值 函数 必须 取 为 次 数 大 于 1 的 
多 项 式 . 六 结 点 三 角形 元 素 { 即 把 三 边 中 点 也 看 成 结 点 ) 的 插值 函 
数 就 是 二 次 多 项 式 

telt, y) = 6; (28 — Dus + 6 (26; — Duy + En(2ém — Lus, 

+ ymiim 十 mEéiums + 4E jtijs 

其 中 tjn 为 解 u 在 连接 顶点 (Q, 的 的 边 的 中 点 上 的 值 . 

对 于 平面 区 域 允 可 以 进行 三 角形 前 分 ， 也 可 以 进行 四 边 形 剖 
分 .顶点 为 OOA GQ) 的 平行 四 边 形 P, 上 的 插值 函数 为 二 次 
多 项 式 

ue(z,1) = mu + rou2 + sts + aua, 


其 中 
m= LaLa _ P} m= LaLa _ P? 
1 Malai P’ (La La): Pe’ 
La La2 P? LizLa Pi 


n= (La Liz) “pe ™7 (Enba P, 
为 重心 坐标 (面积 坐标 ), Pl, P3, PS, P3 是 过 (x,y) 而 且 边 平行 的 
直线 把 P. 分 成 的 4 个 小 四 边 形 ， 而 Pi 是 与 顶点 G) 相对 的 那 一 
个 小 四 边 形 (i = 1,2,3,4). 这 样 的 插值 多 项 式 在 P. 的 边 上 变 为 一 
识 式 ， 因 此 ， 所 有 平行 四 边 形 元 素 的 搬 值 函数 在 整个 区 域 Q 上 是 
连续 且 分 块 连续 可 微 的 函数 . 不 仅 如 此 ， 而 且 混 合剂 分 ， 即 一 部 
分 元 素 是 三 角形 而 其 余 元 素 是 平行 四 边 形 也 是 允许 的 . 这 时 ， 插 
值 国 数 在 整个 区 域 Q 上 仍然 是 连续 且 分 抉 连续 可 微 的 . 
对 三 维 问题 ， 可 将 区 域 剂 分 为 四 面体 元 束 或 六 面体 元 素 ， 对 
结 点 为 (D, @), G@, 加 的 四 面体 元 素 Q, 插值 函数 为 一 次 函数 


Ue(z, y) = Eru + €2u2 + E39us + Eata, 
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其 中 (E1 £2, 63,64) 为 重心 坐标 (体积 坐标 ), ED 


& = — Ë = 


m Ë = 和 ÈT G ËT To 


而 z; 表示 结 点 (的 的 对 面 的 平面 方程 ri = 0 的 左 端 ， 例 如 
l z y z 
nnen 1 | 


= = — = 
H 
< 
N 


či yı 2 
$ 


T> = walr, Y, z) = | 


而 (mih ERRER xi(x,y,z) 在 (如 点 的 值 ， 例 如 
(mi) = m21, y1, 21), (Ta)2 = T2(22, Y2, 22) 


均 为 四 面体 Q 的 体积 的 6 信 . 
对 结 点 为 0 O …, @ 的 平行 六 面体 元 素 ， 揪 值 函 数 为 三 
次 多 项 式 


8 
telt, Y: z) = Y mau, 
一 1 
其 中 
Dr 
Dror) 
而 T|) r” G) 分 别 为 不 通过 点 i 的 三 个 面 的 平面 方程 TID = 
0, gP 一 0, zÉ = 0 的 左 端 , 而 (t rP, Dy 为 函数 na (2), (3) 
在 点 G) 2. 


$= 1,2,... ,8. 
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下 篇 近代 变 分 理论 
与 非 线 性 椭圆 方程 边 值 问题 


第 五 章 Sobolev 空间 


在 第 二 章 中 讲述 过 Sobolev 空间 W4 (人 8)， 本 章 介 绍 一 般 的 
Sobolev 空间 WP (Q),W2 P(O) 与 各 向 异性 Sobolev 空间 及 其 基本 
性 质 ， 这 类 函数 空间 是 研究 微分 方程 的 重要 工具 . 


51 几 个 常用 不 等 式 


我 们 以 后 常用 到 下 面 的 一 些 基本 不 等 式 ， 有 时 是 不 加 说 明 地 
应 用 它们 . 

以 下 不 等 式 中 出 现 的 a,a1,… ,am Ab, bi ,bm 都 是 正 数 ， 
m 是 正 整 数 . 

Holder 不 等 式 


aibi t+ ambm < (al +--+ aP JF (bP +. bP), (5.1.1) 
其 中 pp = = 称 为 p 的 共 思 指数 ， 它 满 中 


p r 
几何 平均 数 与 算术 平均 数 之 间 有 不 等 式 
hiai + haaa + ' t Amim 
hi + hatet ha 


(abah? ... + ah ) TT < ; 
(5.1.2) 
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其 中 hi >0,… ,hm>0. 当 


m = 2; 41 = aP, az = b, hi = 1 ,有 = 上 {5.1.3) 
p p 
时 ， 由 《5.1.2) 得 出 下 面 不 等 式 . 
Young 不 等 式 
a< L p> (5.1.4) 
P P 


对 任意 = > 0, 在 上 式 中 以 ea 代替 a, 以 Tro fü b RHA 
播 不 等 式 


1 
£ PrP-1ibr 


ab < Sap + < eaP + £ 551, (5.1.5) 
ER = > 0, p > 1. 

下 面 的 不 等 式 中 ， 如 果 右 端 出 现 jlulis 形 的 范 数 时 ， 均 假定 
u € LP(Q) 而 不 予 说 明 . 

定理 5.1.1 (Hilder 不 等 式 ) 


f ds < hallollolly, p21. (5.1.6) 
4 p=2 时 ， 此 不 等 式 又 叫做 MCR TER. 
证 在 (5.1.4) 中 ， 令 = lp: = Tall ; 再 在 中 上 积分 就 
得 到 不 等 式 (5.1.6). 
用 数学 归纳 法 可 以 证 明 Holder 不 等 式 的 一 个 推广 如 下 : 
[102 tnde S [talls lloalla == las, (51:7) 
其 中 pi > 1,pz > 1,… ,pm > 1 满足 F t> +: “+l 


<4 时， 由 SZBP 一 1 AR Holder KEA 


; ; 
Í hae < (f iaz) (f la = |a- (f lulde) . 
2 Q n a 
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由 此 得 不 等 式 
lllo < lol2sllallw p < ç. (5.1.8) 


g 
Holder 不 等 式 得 出 


f ju|2dz = f lal ul Var < ( f kaz) 
由 此 得 出 不 等 式 


_ A 1-—A 
lell < lelli 2, p< 4 < r, =+ (519 


EE (5.1.5) HI a = (julli, b= luid, p= 于 得 册 
lejlu < ellul + e75" |jull,. 
以 此 式 代 入 (5.1.9) 得 出 内 插 不 等 式 


lulle < elll- + etllulls, p<4<r, e>0, 


Ge 


定理 5.1.2(Minkowski 不 等 式 ) 对 p>1 有 
llu + vllo < lelie + Ilolle. (5.1.11) 
证 由 (5.1.2) 有 
lu + vl < 2P_1(|u]P + |o|P). 


因此 , S uv € (N) Bf, 有 wtve LM). 4 p=1 时， (5.1.11) 
， 152. 


显然 成 立 ， 当 p > 1 时 ， 由 Holde 不 等 式 得 出 
ea ae < f + eu + v-as 
n a 


< Í iut opde f [sll + wl -tar 
n a 


: ; > 
< ( / ulraz) ( Í keto)” +( Í plřaz) ( Í leedz) 
在 这 个 不 等 式 两 端 约 去 因子 ( f. lutvlPdz)? 就 得 出 不 等 式 (5.1.11). 
5.2 平均 函数 
定义 1 ith>0, pnr € CP(R") 满足 
(z) = palle) > 0, Vz e R", suppen C BaO), Í pre)ds = 1, 


则 称 函 数 prle) 为 平均 核 或 光滑 化 算 子 (mollifier). 


例如 ， 取 _1 
— TERE de 

° (fo J ; 

HJ eK 3⁄ ， 
EP h 

ph. [z) -f e, Hilel <h, (5.2.1) 
0, Hjz| > h 
为 光滑 化 算 子 . 


定义 2 记 球 .9) = (uju € IP(Q), YA cc Q). 设 {u} C 
LP (Q), u € LP (Q). 如 果 对 任意 QR cc 8, 序列 {ur} Æ PR) H 
Irak u, WER ww 在 ZE.) PAF u, 记 为 wx — u E LP. .(Q) 
rh. . 

定义 3 WuecLl (Qz € Q. 34 h < dist(z, ôn) BFF, AA 


un(z) = 上 ph (z — u(y)dy (5.2.2) 
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KA u 关于 平均 核 ps 的 平均 函数 或 & 关于 光滑 化 算 子 ps 的 正 
则 化 . 
显然 ， 当 we LL (Q) 时 ， 对 任意 的 Q cc Q 有 


un € CFO), Yh < dist(Q”, 3N). 
WE u € L1(0), 在 RN tB fs u = 0, MJ u € L! (Ru), 于 是 有 
u, € CO (RP), Vh > 0. 
引 理 5.2.1 WẸ u € Ln(Q),Q' cc Q, 则 有 
llulla < [hullpn, Yh < dist(Q”,80). (5.2.3) 
证 34 h< dist(0',80) 时 ， 对 任意 eN, 由 (5.2.2) 定义 的 
平均 函数 是 有 意义 的 ， 利 用 Holder 不 等 式 得 出 


方 1 
Junte) = | Í pi (z — pt (z — y)u(y)dy 


1 


° (f... moe) | [ Í. ae- 
(Í ale- puaa) | 
Ily—zl<h 


由 此 知 
[apas ff le wuldayds 
s Í foa E- hullrdyde 
= Í a pay f olz- paz 


s | Pay < f OPa, 
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其 中 B,(0) = (z € R"|dist(z, Q) < h). 由 上 式 得 出 (5.2.3). 
引 理 5.2.2 如果 u c O), 则 对 任意 Y cc 0, 4 h — 0 
时 ， un EN B— Wr T u, ME 


sup|u, —u|—+ 0, **h — 0. (5.2.4) 
nN 


证 3f Q cc Q, dist(0',ƏQ) = Zho, W u Æ Ba (92) 上 一 
HEE, Am, WEE c> 0, 存在 正 数 hi < ho 使 得 


|u(z) 7 u(y)! <E, Hry € Br (S), jæ 一 y| <hi. 


因此 ， 由 平均 函数 的 定义 (5.22) 得 出 ， 当 ze Q' h < h, # 


lu (z) — u(z)| = 


f ph (z — yu(y) — u(z)|dy 
Iy—z|<h 

< 1/ ph (z ~ luly) — u(z)|dy 
< Í ,leh ph (z — Yedy = e. 


从 而 有 
suplun(z)— ulz)| <e H h< h. 
n 


这 就 证 明了 (5.2.4). 
引 理 5.2.3 设 1<p< o. 
(ü BU u e LP (Q), W ur — u Æ LP (Q) P, 
(ü) 如 果 u € Le(Q), W ur > w Æ LP(Q) rh. 
证 (ü) EQ cc Q,2ho = dist((', 90), FÆ Y = Ba (0) cc 
Q. H u e€ LP (Q) RUB u e€ L). (ü CR") 在 LR hal 


loc 


(参阅 文献 gj 定理 2.13), KEE e > 0 存在 ve CR) 使 得 


llu — ||, g” < z. (5.2.5) 
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因 Q cc Q”, 由 引 理 5.22 知道 ， 存 在 hi < ho 使 得 


sup|u, -u| <£, Vvh<h. 
m 
由 此 知 
; 
Ilva 一 名。 = ( Í on 一 sa] < elQlt. (5.2.6) 


而 由 引 理 5.2.1 及 (5.2.5) 有 
lua — valp 二 外公 一 oa | 一 名 ov <e. (5.2.7) 
H (5.2.5) — (5.2.7) 得 出 
liua — ull, a: < llun — valp + lior -elp + le- ull, a 
< e +e|Q|? +£ = (2 + [Q|#)e. 


PCO T 4 h — 0 PF, ux 在 LP(Q ) PAF u, m A(X cc Q) 
是 任意 的 ， 于 是 得 知 ur 在 LP (Q) PRAF u. 

(ü) ER B = Br(0) >d N, E PR #4 u = 0, 则 有 wuE 
L (B). 于 是 由 (i) 得 出 ur 在 PO) PERF u 


53 弱 导 数 


在 2.6 tp, X u c WEO) 曾经 定义 过 广义 导数 Dili = 
1 2…… ,n). 我 们 将 以 另外 的 方式 介绍 一 般 广 义 导 数 的 概念 ， 并 将 
证 明 新 的 定义 与 2.6 节 的 定义 是 等 价 的 . 

iÉ k > 1, u € C(A), 则 由 欧 拉 公式 (1.3.9) 有 


f Di(wp)dz = f upcos(ñ, zijds = 0, Ve € C¿(0), 
Q m 
由 此 得 


f YD;ude = — f uDipdz, Ve € C (Q), (5.3.1) 
2 í1 
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此 式 称 为 (ETAR) 的 分 部 积分 ， 重 复 利用 公式 (5.3.1) 得 
f eDuuas = -f D;uD;pdr = Ca f uD;jpde, Ve € C2(9). 
Q n n 
用 归纳 法 可 证 : 如 果 |a| = k, WA 
f PpDudz = o f uD%edz, Ye € C(O). 
n n 


我 们 利用 此 等 式 推广 导数 的 概念 如 下 . 
定义 1 对 te LL (Q), 如 果 存 在 we LL. (9) 使 得 


f seda = (一 HIal f uD“pde, Ye 8 CHUO), (5.3.2) 
n EF 


WH o A u EN pH a Bt 563 sk P t. HA v= D'u. 
显然 ， 如 果 习 在 只 中 有 连续 导数 Du, 则 Deu E wu # 0 
中 的 弱 导 数 ， 
例 1 tn> 2,Bi(0) c R". E% u(z) = In |z] Æ B1(0) 中 没 
有 连续 导数 ， 但 它 在 B1(0) 中 有 弱 导 数 Diu = Ti 


jz 上 2 
例 2 KX ul) = |z| ÆRA (~1,1) 中 没有 连续 导数 ， 但 它 
在 (-1,1) FARFA 


"=Du={ l, 当 z >O, 
—1, 23z <0. 


这 里 得 到 的 函数 v 在 (—1,1) PAARI. 

为 了 说 明 弱 导数 定义 的 合理 性 ， 我 们 需要 证 明 弱 导数 的 下 面 
三 个 性 质 ， 为 此 ， 先 将 变 分 车 基本 引 理 推广 如 下 . 

广 尺 变 分 法 基本 引 理 ”如果 ve LL. (Q) 满足 


f updz = 0, Ve € CPM), (5.3.3) 
Et} 


则 = 0 a.e. Æ Q H. 
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证 设 P cc Q, 4 h < dist(W',80) m, MEE yE, R 
pix) = paiz — y) € CF(N), 代入 (5.3.3) 得 


un (y) = Í u(z)py(z — y)dy = 0. (5.3.4) 


Ba e LHO), H3|EB 5.2.3(ü) HHB, u, 在 LY) PRAF u, 从 
WEA {urh > 0) 有 子 序列 {unh us 在 Q' rp JU P hb AAF 
tu( 参 阅 文献 [9] 推论 2.11). FÆ, h (5.3.4) 知道 : u f Q' 中 几乎 
处 处 为 等 ， 由 于 2' 是 满足 个 cc 的 任意 子 区 域 ， 所 以 4 在 0 
中 几乎 处 处 为 零 . 证 完 . 

申 此 引 理 及 弱 导 数 的 定义 易 证 罚 导 数 的 下 列 基本 性 质 . 

(i) 对 指定 的 a, MA u € LL. (9) 的 a NAFA Du 最 多 内 
有 一 个 ; 

(H) 如 果 Deu R u f Q 中 的 弱 导 数 ，Q co, 则 D%u 也 是 
u 在 人 i pa 

(ii) 如 果 u 在 Q PAAPA Du = u, u 在 PHRI 
D8 = w, W u Æ Q PARGA D>+Bu = w. 

s W E $E SATE, TARAR F PB Bts Sh Sk ph. “E HI 
可 能 没有 较 低 阶 的 弱 导 数 . 

例如 在 正方 形 ((z,g) € R2| |z| < 1,|u| < 1} H, H8 


1， 当 z > 0, 
u(z,y) = 
0, z <0 


# 384 31 Doyu = Dyu =0, 但 是 不 存在 弱 导 数 Dru. 
引 理 5.3.1 ue LL (Q) 有 弱 导 数 D=u, 则 


Du, (z) = (D%u)x (z), Vh < dist(z, 8N). (5.3.5) 
证 对 (5.2.2) 定义 的 平均 函数 u, 进行 微分 ， 得 


D°us(z) = Í Depr(e yundy = (=) f D=px(z —y)uly)dy. 
š (5.3.6) 
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TIH vlu) = palz — y) € CP (O) 及 弱 导 数 的 定义 (5.3.2) 得 
f D°=u(u)p (z — y)dy = (Di f u(y Deps(z — y)dy. (5.3.7) 
Q t] 
比较 等 式 (5.3.6) 及 (8-3.7), 再 由 平均 汕 数 的 定义 得 
Deun(z) = f D°u(y)pn(z — y)dy = (D%uyx (z). 
Q 


定理 5.3.2 设 p > 1. MË u € LP (Q) 有 组 导数 Deu = 
u € L (9) 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 整数 kijal < k < oo) RAFI 
{um} C CF(0) 使 得 


| ua fE LP, (QHA Fum > eo), 
Deu fELP, (Q)rh irit -Fu(24m — oo). 


iE (i) 先 证 明 条 件 是 必要 的 ， 由 于 wD*u c LP (Q), 利用 引 
EB 5.2.3 得 出 


I Uh > u, ELi (P, 
(D=u), > D%u, ELR (Q)rh. 


命 Nm = (z £ nldist(z,00) > 去 } (m = 1,2,-..), 出 


(5.3.8) 


(Hh — 0) (5.3.9) 


Nm CC Nmt CC (l (m = 1,2,.…), lim m=. (5.3.10) 


H (5.3.9) 及 (5.3.10) 知道 ， 对 任意 m(m = = 1,2,…), 存在 正 数 
hm < — s 使 得 


2m 十 1 
1 1 
_ < 二 , ||(De 一 Da —. (53.11 
llu, = ullam < — (Du), ullpam < 元 ) 


命 


Um 三 (Um)hm +. 


| u, fE, th, 
Um = 


0, ER fm4i 中 ， 
. 159 - 


则 


Um = (Um}am E CO (E), Um = (Uman = usa, 在 fm 中 . 
(5.3.12) 
Hi, AAS 5.3.1 得 出 


Dum = D*un, = (Du), ERm. (5.3.13) 
由 (5.3.12),{5.3.13) 及 (5.3.11) 得 出 


1 
wn € C™ (WY), lum — lan < Z, |JD%w, ~ D%ullsə,, < z. 
(5.3.14) 
ERREN cc Q, 存在 mo EAN CIm. 于 是 ， 对 任意 的 
g > 0, 3 m > max(mo, 2) 时 ， 由 (5.3.10) 及 (5.3.14) 有 


1 
llm — lisa S llim — also, < Z S, 


Dum 一 Deallsa < Drum - D°ullsa,, < Z. < 8. 


这 就 证 明了 u, — u £ P, Dum — Dow 在 RQ h. H> Q 
是 任 取 的 ， 因 此 ， 条 件 的 必要 性 得 到 证 明 . 

(ü) 再 证 明 条 件 是 充分 的 ， 由 于 上 > o| B um ECHN), 由 分 
部 积分 得 出 


f (Dum)pdzr = (—1)!el f ua D°edz, Ve E C3(Q). (5.3.15) 
Q2 n 
因为 um > u E La rh (38 m — oo), 所 以 有 


| f (wa — u) D% pdz 


< lum—ullpssuppyllD plly a 一 0 (Mm 一 eo). 


由 此 得 出 


f ==. Dea > f upp ( 当 m — oo). (5.3.16) 
n Q 
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因为 D'um — u Æ Li (9) 中 ( 当 m — oo), 所 以 同 理 可 证 
/prujedz 一 Í vedr (Mm — oo). (5.3.17) 
a a 
Z (5.3.15) H, 4 m —+ oo, 由 (5.3.16) 及 (5.3.17) 得 出 
f vpdz = ne f uD“pdr, Yp E celo). 
n a 


故 由 弱 导 数 的 定义 知 u ABFA D'u = u. 
定义 2 大 是 正 整数 ， 以 W*(Q) 表示 具有 1 2 k Br Pri 5 S 
数 的 函数 集合 ， 即 


Wr*(9) = {u € LL (Q)|uff B FAD u 当 1 < |a] < k). 


WE u e CON), M u ÆR PHE- ERR LERNER, 
m u 有 几乎 处 处 导数 Di(w)(i = 1,2,… ,n), WIER JU PAF 
# Diw 也 是 弱 导 数 ， 从 而 有 


COPD) c WHO). (5.3.18) 


许多 古典 微分 的 公式 可 以 推广 到 弱 微 分 ,例如 , Huv e WHO), 
a BERAHM 
D(au + Bu) = aDu + BD. (5.3.19) 


由 u,v € WHO), uv, (u D;u + Du) € Ll (9) 得 出 
D.(uu) = uDiv + vDiu. (5.3.20) 


H u(z) € W1(Q),y = p(z) € CHN), Y(R) = c R”, x= "1!(y) € 
OD), u(z) 一 ab 1(g)) = vl) = o(0(z)) 得 出 


Diu(z) = Y ` Dyo. (5.3.21) 
j=1 ` 
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54 链 法 W 


复合 基数 的 微分 法 则 称 为 链 法 则 ， 本 节 讨 论 弱 微分 的 链 法 
Wj. 

引 理 5.4.1 WẸ f € CHR), f € L®(R)u € W!(Q), W 
fou = flu) e W1(Q) B D(f ou) = f (u)Du. 


证 HA w € WHA), 由 引 理 5.3.2 知道 ， 存 在 序列 (u) c 
CHN) 使 得 
uou,  #ELL. (Q)E(m > oo), (5.4.1) 
Du” > Du, ELL (Q) E(m — oo). (5.4.2) 
取 旦 的 单调 子 区 域 Q:G = 1,2,3,-…) 使 得 


OQ, CC (b CC CC Q, CC Aky CC ... CC f, llim NE =Q. 
一 oo 


例如 ， 可 取 OQ, = Í: e Q|dist(z,8Q) > 让 不 妨 设 Q, 不 空 . Bi 
(5.4.1) 知 u > u Æ L1(Q,) 中 ， 故 存在 子 序列 (um1) c Tum) 使 
得 

ulu, ae 在 m, P ( 当 m — oo). 
再 由 (5.4.1) 知 um — u Æ Li) 中 ， 又 有 子 序 列 {u} c {u} 
使 得 

uou, ae. 在 Q, 中 ("im > œ). 
如 此 继续 下 去 ， 对 任意 天 > 1, 存在 子 序列 

{wu} C {unk} cC... (a) c {u™} 


使 得 
uË yu, ae 在 Q, 中 ("im > eo). 
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按 对 角 线 法 则 取 子 序列 (am) C (Cum), 并 记 um = um, 则 对 任 
R ë 3 k > 1, 有 


um >u, ae. 在 Q, 中 (m 一 eo). (5.4.3) 


H f e C1(R),w, € CHO) 知 flum) € CHO). 而 由 ff 8 Lee (B) 
可 设 
IG) < M, Yue R MAF M. 


因此 ， 由 中 值 公式 
flum) 一 fiu) = flu + Ot 一 U)V tm 一 u), 0 <0<1 


得 出 
IF (tm) 7 Fu) < MM hm 一 uj. 
从 而 ， 由 (5.4.1) 及 {um} C tun) F WERK Q cc 0 有 


f. |f lum) — f(u)|dz < mf, Jum —u|de— 0 (m — oo). (5.4.4) 
对 取 定 的 V, DEE k> 1 使 得 Q c De, 因此 
dm — t ae. ÆN rh. 
再 由 了 的 连续 性 得 出 
fu.) f (u), ac. ÆN 中 ， 
FÆ, Hh (5.4.2), 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 
f pttes) — Fl Dulae 


= f |F Cam) (Dum — Du) + [F (um) — f (u)]Duldz 
a . (5.4.5) 


< u Í. {Dum — Du|dz +f. |F (wa) _ F (u)||Duldz 


— 0 (m — oo). 


由 (5.4.4), (5.4.5) 及 Q 的 任意 性 得 出 
Flum) + fü), f Loh) 中 (m — o), 
Df(um) af (WD 在 Lln) 上 (m o0). 
再 由 flum) € C1(Q), 根据 定理 5.3.2 得 出 
Df(u) = f (u)Du. 


证 完 . 
对 已 知 函 数 u, A 


ut = max(u,0), - u` = min(u, 0) 
分 别 叫做 u 的 正 部 及 负 部 . 显然 有 
u=ut +u, = 


引 理 5.4.2 WẸ uec WHA), Wut, u, fule WHA), R# 


Du, 24 u>0, 
Dut = 


0, 当 u < 0; 

0 3 u20, 
Du = 

Du, 4 u<0; 

Du, *™ u>0, 
D|u] = 0, 34 u = 0, 

-Du * w < 0. 


证 e> 0, 应 用 引 理 5.4.1 于 函数 
yVu Feie, 当 u>0, 
f. (u) = 


0, 4 u < 0 
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知道 ， fe(w) ARGH 


—uDu 34 w“ > Ü 
oo-| Vue , 
0. 34 w < 0. 


由 此 得 出 
-= —uDu _ 1 
Í f. (u)Doda = o Z iak vp € O(n). 
在 此 式 中 令 = — 0, H Lebesgue 控制 收敛 定理 得 
f ut Dypdzr = -f wDudz = -f eDutdz, Yie € CA). 
0 t>0 ñ 


于 是 引 理 对 ut 已 经 证 明 ， 利 用 等 式 
u = —(—u)t, |u|=ut — uT 


可 得 其 他 结果 . 

引 理 5.4.3 WE u c Wi H u 在 集合 D 上 为 常数 ， 
了 CD, 则 了 Dr=0ae. 在 万 上 . 

证 设 4= 上 在 D 上 (k 为 常数 ), 令 v= 二 4 一 k, 则 v=0 在 DD 
E. 由 v=v+t 十 vw 及 引 理 5.4.2 得 出 Dv = Dot 4 Dv =0 D 
上 .因而 有 

Du = D(z + k) = Do = 0 


ED E. 证 完 . 
下 面 的 定理 是 引 理 5.4.1 ~ 5.4.3 的 推广 . 
定理 5.4.4 设 J e CI(R), f # R FjyEEESE (Hl / ER 
上 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ), f e LeS(R), 则 当 u € WA) 时 有 
f(u) € W19) H 
‘(vw}Du, L, 
D(f ou) = f Du, S ug (5.4.6) 
0, 当 ucel, 
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其 中 LER f 的 角 点 的 集合 . 
证 对 了 的 角 点 的 个 数 用 数学 归纳 法 证 明 . 先 设 f 有 一 个 角 
点 u, 选取 函数 fi, fo e CHR) WE fis f, e LO(R), 使 得 


| filu) = flu), + 4 u > u, 
flu) = fu) Husu. 


(5.4.7) 


因为 
f(u) = A((u a) +u) + fallu — ui) Tu)- flu), (5.4.8) 
由 引 理 5.4.1 ~ 5.4.3 得 出 
Df(u) = fillu — wu) + ui)D(u — ui)t 
+fol(u — ui)” + ui)D(u — u)" 


-Í f (u) Du, 当 u Z u, 
0, 当 wu = 4. 


HERH m 一 1 个 角 点 时 定理 是 真 的 . MEH 了 有 m 个 角 点 
时 定理 也 是 真 的 . W f 的 角 点 的 集合 为 L = {utn ,umj; 不 
MB u > uz > … > um. 选取 函数 fi € CHR) 及 P, e CR), 
及 在 忆 上 分 段 连 续 ， 所 的 角 点 的 集合 为 Li = {unts un], 
E fi, fa e Zee( 且 ,使 得 (5.4.7) 成 立 . 由 (5.4.8), 引 理 5.4.1 ~ 5.4.3 
及 归纳 假设 得 出 


Df(u) = fi((u -u )t +ui)D(u — u)* + Dfa((u — 1) +) 
f (WDu 4 u> u, 
0, 当 u= u, 
flu)Du, 34 vn > u g Li, 
0, 当 w€ L,. 


由 此 得 出 等 式 (5.4.6). 
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5.5 Sobolev 空间 


Bk AEEY, Aake 
WEP) = {u e WF(Q)|D%u e IP(Q), Val < k} 


赋 以 范 数 


u N = = D“ pd si 
liell.» = llejla | Í >! l J (5.5.1) 
后 成 为 一 个 Banach 空间 ， 叫 散 Sobolev 空间 . 

在 空间 Wr) 中 也 可 以 取 范 数 

llull = llulla = Y ID tlin ， (5.5.2) 
lx |<k 
它 与 范 数 (5.5.1) 是 等 价 的 . 
另 一 类 Sobolev 空间 是 
Wy (Q) = CË(Q) 在 W*>(Q) 中 的 闭 包 
= C#(Q) 关于 范 数 (5.5.1) 或 (5.5.2) 的 完备 化 . 
m p= 2 时 ， 又 记 W%*2(9) = H0), W2 (0) = HE), 它们 关 
TAH 
(u, u). = D%uD%udz (5.5.3) 
还 是 Hilbert 空间 . 

WÈP(Q) = (u|u € Wir(Q'), YQ cc 0) 称 为 局 部 Sobolev 
空间 . 显然 ，Sobolev 空间 与 连续 可 微 函 数 空间 对 任意 的 1 < 有 < 
I< oo, 1 < p < oo 有 下 列 包 含 关 系 ， 

9 c C < cQ 


WA? (Q) c wren) c wP) 
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而 且 CAO) 是 WPO) WARTE, CO) 是 Wera) 的 稠密 子 
集 ， 但 是 CO 是 否 Wn) 的 稠密 子 集 却 依赖 于 区 域 2 的 几 
何 性 质 . 

如 果 区 域名 满足 条 件 : 对 任 一 ze 99, 存在 = 的 邻 域 Nz 及 非 
FAR ys E R", 使 得 对 所 有 z e N, QA z+tys €N, Yt € (0,1), 
那么 ， 称 O 满足 线段 条 件 . 

定理 5.5.1 如 果 介 满足 线段 条 件 , B k < I < co,1 < p < co, 
则 C: (ü) 在 W) 中 稠密 . 

证 明 见 文献 [9] 定理 3.18. 

对 任意 区 域 OQ, 则 有 下 面 稠 密 性 定理 . 

定理 5.5.2(Meyers 与 Serrin) WM k < 1 < eo,1 < p < co, 
则 CHUN 站 Wh2(9) 在 WE) 中 稠密 . 

证 明 参 见 文献 [9] 定理 3.16 或 文献 [12] 定理 7.9. 

空间 WPN) 是 由 Sobolev S. L. 在 文献 [22,23] 中 引进 的 ， 
它 也 曾 被 Morrey C. B. M 及 其 他 人 研究 过 ， 并 用 过 不 同 的 记号 
(如 W>, H"? L) 及 不 同 的 名 字 (如 “ Beppo Levi 空间 ”) 来 表 
ZJN. 

著者 曾 在 文献 [5, 6, 25] 中 将 空间 WP 推广 到 各 向 异性 . 

Bk AEEY, Pii 2 10 š] = 1,2,… ,n). KARA 


WPi in) (Q) 
— k 
7 Wiss ) (9) 
= {u e L(Q)IDi, -Dau € Lr (Q), 
人 sik = 1,2, , n) 
关于 范 数 


| ee f 
n (5.5.4) 
= llela + 57 Dat Distllon -ia 


人 一 


成 为 一 个 Banach 空间 ， 叫 做 各 向 异性 Sobolev 空间 . 
TO Wk. ()=ch(0)6wua (Q) iñin 
= Ck(0) 关 于 范 数 (5,5.4) 的 完备 化 


也 叫做 各 向 异性 Sobolev 空间 . 

为 了 下 一 节 建立 Sobolev 空间 嵌入 定理 , 我 们 需要 引入 Holder 
连续 函数 空间 的 概念 . 

设 0< 入 <1 如 果 定 义 在 Q 上 的 函数 u(z) 满足 条 件 


|u(z) — uD < K|z — yl’, Yzy € Q, (5.5.5) 


其 中 K 为 正常 数 ， 即 


[u], = [uja a = sasa < oo, (5.5.6) 
则 称 u(z) 在 Q PRE 指数 为 和 的 Holder 条 件 或 wz) Æ Ü 中 
具有 指数 为 和 的 Holder 连续 性 . 当 À = 1 RF, Holder 条 件 (5.5.5) 
即 (5.5.6) 又 称 为 Lipschitz 条 件 . 

PS 8 z E| 


CmA(D) = {u e C(Q)|[D°%u]x a < co, 当 lal = 和 (5.5.7) 
关于 范 数 


[uma = lëlm an = julia + Y [D“u]x a (5.5.8) 
lal=m 
成 为 一 个 Banach 空间 . 
设 0< X < l(i = 1,2, , n), (Xi) = (àr sAn) 如 果 定 义 
在 如上 的 函数 uz) 满足 


ul) = 四 (oa = sup lG) — u) < co, (5.5.9) 


en |z ~ YN 
zy 
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其 中 

jz — | = [si -y + + |z, — 加， 
则 称 u(r) 在 中 满足 指数 组 (A) = (Ar... ,和 n) 的 Holder 
条 件 或 (z) 具有 指数 组 (X) = (àrt sAn) 的 Holder 连续 
性 . 


函数 空间 
CHANM) = [w e (Miloa < e° ) (5.5.10) 

关于 范 数 
lulo = lulo ana = lula + elana (5.5.11) 


成 为 一 个 Banach 空间 . 
H A SASS À, = BF, W (Ai) = (A, A) = (A), 
由 Minkowski 不 等 式 有 
lz — yl? < |z — v|) < n! “|z — y|, 
此 时 ,由 (5.5.7) 定义 的 空间 与 (5.5.10) 定义 的 空间 相同 , 即 C92 (Q) = 
COAN), 且 当 和 =0 时 的 范 数 (5.5.8) 及 范 数 (5.5.11) 是 其 中 的 
等 价 范 数 . 


56 fk A # BH 


W X,Y 是 两 个 Banach 空间 . mE X CY, 且 存 在 正常 数 Cr, 

使 得 
||ztly < Clizllx, Vz € X, 

即便 等 算 子 了 :> 一 是 三 一 了 的 一 个 线性 有 界 算 子 ， 那 么 称 X 
BAS Y, 记 为 XSY. Er, ESATI RAX =Y 的 EAN 
子 . 

例如 ， 当 整数 上 > m > 0 Bh, Ck(0)S Cm(Q); CF(Q) 中 的 函 
数 比 Cn (G) 中 的 函数 有 较 高 的 光滑 性 . 
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又 如 ,对 FR" 中 的 有 办 区 域 Q. 由 (5.1.8) 知道 : 当 q > p 时 ， 
有 L3(Q)SLP(Q). 在 一 定 意义 上 我 们 也 可 以 说 Zef9) 中 的 函数 比 
L (GQ) 中 的 函数 有 较 高 的 光滑 性 . 例如 ,在 n 维 单位 球 B = B1(0) 
H, |z|-s € Za(B) 的 充 要 条 件 是 a < > 因而 jz|- g LB); 但 
H g > p 知道 |z]? € Lr?(B). 这 就 说 明 上 7(B) 中 的 函数 e" 
H, (B) 中 所 有 形 如 |z|* 锡 函 数 有 较 高 的 奇异 性 . 因此 ， 在 一 般 
意义 上 我 们 可 以 说 3(B) 中 的 通 数 比 LP( B) P ËJ 88 #k f Sg P BJ 
光滑 性 . 这 样 一 来 ,函数 的 L? 可 积 性 可 以 看 成 函数 光滑 性 的 一 种 
标准 ， p 越 大 则 LQ) 中 冰 数 的 光滑 性 越 高 ( 即 奇 异性 越 低 ). 

Sobolev 空间 最 重要 的 性 质 就 是 本 节 的 一 些 嵌 入 定理 ， 它 说 
HA: 由 弱 可 微 永 数 及 其 导数 的 可 积 性 可 以 判断 函数 本 身 的 光滑 性 . 

下 面 的 嵌入 定理 说 明 ， Wir) 中 的 阔 数 实际 上 有 上 比 LP 可 
积 更 好 的 光滑 性 . 

定理 5.6.1(Sobolev K A E) BN Æ R 中 的 有 界 区 域 , 
1<p<o, 那么 


Tp, 
P Hp<n, 


La(Q),g = | "=P 
WJ)?(0)S 任意 正 数 ， 58 p > n, 


CAQ) a= 1- t, 4 p > n, 


llulla < Cllullip, Vu € Wo” (Q), 


其 中 C 为 常数 ， 且 当 p <n 时 ，C = C(n,p) 只 与 np AR: i 
当 p >n 时 ， C= C(n, p,q, (1) 与 n, p,q 及 O 有 关 ， 


llox < Cllullip, Vu € Wo (Q), 
C=CnpN), 当 P >n. 


由 定理 5.6.1, 用 数学 归纳 法 容易 推出 关于 空间 W”) HR 
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定理 5.6.2(Sobolev RA EH) BN E R" 中 的 有 界 区 域 ， 
1 < p < œ, 对 任意 正 整 数 k 有 


P l Mke 
n — kp p 
Lag(9),q 一 n 
wWEPIME 任意 正 数 ， 当 k>- 
0 > p’ 
CA (Q), 当 k > s, 


EPE k > = WWJ, 4 k- = 不 是 整数 时 ， m 与 和 分别 是 
k- = 的 整数 部 分 与 小 数 部 分 ， 即 存在 非 负 整数 m 使 得 


m<k 一 <Ih 十 1 时 有 A 二 k 一 二 一 mm; 
P 


LER = 4m4 1(m > 0) 是 整数 时 ， Xe (0,1) 是 任意 的 . 

注 1 WRO KAR I 具有 适当 的 光滑 性 , 则 定理 5.6.2 中 将 
WEP) RR Wr) 后 也 成 立 ; 也 就 是 说 , 如 果 只 具有 锥 性 质 ( 即 
存在 nn 维 有 限 锥 V, 使 得 中 每 一 点 z 都 是 中 一 个 全 等 于 V 的 
# V; 的 顶点 ), 则 对 定理 5.6.2 H ENR g A WEPOS LN); 如 果 
Q 具有 Lipschitz 连续 的 边界 , MH k > = H, Wer) CX (Q) 

对 定理 5.6.2 中 定义 的 m 与 成立， 而 且 可 以 举 出 反例 证 明 ， 当 
k <" 5 时 ， 对 任意 9 > u 均 不 可 能 有 TS La(Ü) , p* 
"P z 称 为 Sobolev ARE EB, = k = 5 时 不 可 能 有 
WEP(MS L” (N); 240 < kS < 工时 , 对 任意 入 > k-7 不 可 能 有 
WEPOS COAG), 而 当天 一 s = 工时 不 可 能 有 WSCA). 
这 就 说 明 ， 这 个 媒 入 定理 给 出 了 最 好 的 嵌入 结果 .参阅 文献 [7]. 

上 述 代入 定理 基本 上 归功 于 Sobolevi, nä k< 5 时 ， 
他 只 得 出 WPS LUO), Ya < — 二 一 mä k> =, 他 只 得 
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H WEP) S. CO) (m 如 定理 所 述 ). 关于 大 > 了 时 Wi (Q) S 
Cm (ü) 这 一 结果 是 由 Morey! 首先 证 明 的 . 

定理 5.6.1 是 下 列 各 向 异性 Sobolev 空间 Wd'eo(9) tk A së 
理 的 特别 情形 . 

定理 5.6.3 [625] go RR 中 的 有 界 区 域 ，1< pi < oo(i = 
1,:: . n) 那么 


La(Q), q = ` 
任意 正 数 ， 当 Xl <i 
wa P) QS P: 
1- ` = 
CANG), À; = 一 一 于 一 一 ， 当 >` 二 < 1, 
1 一 D 一 十 一 — Pi 


n 
i 
llul, < C1 [[ Duh < Cllullycpy, Vu € wrea), (5.6.1) 


t=1 


n 
leloa < O> ) ` ID:ull,, < Collell Ye € WEP), 


i=1 
1 
5 — .6. 
当 h <1 (5.6.2) 


其 中 Gi = Cim propr ypn) 5 7, z > 1, m O, = Ci(n,m, 
Po pa q n) H 32, Z < 1, Cs = O(n, p, px, `: ,pn, Q). 

证 (i) 首先 证 明 ， 只 需 对 任意 ve C)(Q) 证 明 不 等 式 (5.6.1) 
及 (5.6.2) 成 立 就 够 了 . 例如 ， 设 对 任意 u e C) (0) 不 等 式 (5.6.1) 
成 立 . ER ue WONO), 存在 {um} € CHO) 使 得 


llu —u|li +> Divm— Diull,, = um 一 要 20, Him 一 oo. 
i=l 

(5.6.3) 
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出 此 得 


llu — = 0, ||Diwm—Divllp; = 0G = 1,2,.… n), Hm 一 oo. 
(5.6.4) 
对 um — w € CAN) 应 用 不 等 式 (5.6.1), 并 由 (5.6.3) 得 出 


|l, — la < Cablem — w || a 一 0 当 m — oco,1 — oo. 
出 此 知道 ， 存 在 ve La(Q) 使 得 


lum 一 四 le 一 0， 当 m — eco. (5.6.5) 
“由 此 又 有 
llu, — olla < jap sem ~ olle 一 9， 当 m -> oo. (5.6-6) 
由 (5.6.4) 及 (5.6.6) 知 =v ae Æ 9, HH (5.6.5) 得 
llu, ~ ull + 0, 当 m — oo. (5.6.5) 


因 对 Um € C (Q) 有 不 等 式 (5.6.1), 即 


ualle< C1 [[ I D:w.l|Z < Cilla lfcps). 
z=1 
在 此 式 中 令 m — oo, 由 (5.6.5), (5.6.4) 及 (5.6.3) 得 出 不 等 式 
(5.6.1) 对 u e WEP) (Q) 也 成 立 . 
(ü) 下 列 不 等 式 的 证 明 思想 属于 Gagliardo: 


— 


中 一 上 


f eid < (ü pu] ,Yui € CHOQ) 
Qiz i=14 
(5.6.7) 
对 .wi(z) € CHO), 在 RAO 中 令 u = 0, 则 由 
u, (z) 一 广 Diz Ti-b b Titit ,Tn )dt 
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得 出 

KAEI < f [Diui (zi, ;Dil ty Til ,Tn)|dt f 
9 (5.6.8) 
= f paalaz, = (Tl Zi- Eith Cn). 


上 面 及 今后 没有 标明 积分 范围 的 积分 中 ， 都 是 省 略 了 积分 的 上 限 
oo 及 下 限 -oo. 我 们 用 归纳 法 证 明 不 等 式 


fi [[ lv: dar -+ -dzer 


i=1 


< I(/ [Diwilds1 - ` n). “(fw wjldr1 --- daydz; ) 


(5.6.9) 
成 立 ， 从 而 不 等 式 (5.6.7) 成 立 . 
由 (5.6.8) 并 利用 Holder 不 等 式 得 出 


[llaman < [Her 


i=l 


=ü J apan < ar J] (fidei) 


i=2 


=-(/ Dwlan) ”— `” H( f paskan an)” 


这 就 证 明了 不 等 式 (5.6.9) 4 k =1 HRE. 
设 不 等 式 (5.6.9) 对 1 < k <n— 1 kw. 不等式 (5.6.9) 两 端 
对 ekpa 从 一 00 到 oo 积分 ， 再 利用 Holder 不 等 式 得 


/I [ui de .. -dzydzk+1 
i=l 


— 
n- 


< (f |[Dxk+i g+ 1 ldr ‘derdar ) 
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x | ([patan--an) 


+ 


—1 


x H (pear a0, ) dzk+1 


j=k+2 


< (f IDhtaaeraldz desders ) 


一 上 一 
m—1 


k 
xI ( ID;u;|dz, ad ) 
i=1 


— 
n=l 


x [I ( f |D;u;ļdz1 - “desdesdent1 ) 


j=k+1 


k+l peu 


-JI ( |Dasildz, + -dudzetl】 


i=1 


x II (fx, | -zedakaday】 © 
j=k+2 


这 就 证 明了 不 等 式 (5.6.9) Z E + 1 也 成 立 . 
(iü) 设 wz) € CHO). f u, = ul" € CHi: > 1 待定 ) fŠ 
A (5.6.7) 得 出 


(On 
ua i{( MY a)" (paga) 下 


(5.6.10) 
fr (r; 一 1)p; = s > 0, 即 对 任意 。 > 0 取 rn = 14 7 再 命 


= 2". (Ir < 和 = m- Da = En = mr = 


- 176 > 


n+ 人 . 于 是 ， 不 等 式 (5.6.10) 可 写成 


i=l Pi 


T, 
elg < r"el- [[ 1 D:ull;,, 


í4=1 
由 此 得 
lelg < rliz [Dei (5.6.11) 
i=l 


(iv) f s =q, W (n — 1)q =n+gEhi a 及 (5.6.11) 得 出 


= 
llul < 7 [[l|Dæl a= — (5.6.12) 


i=1 ——1 


EATS Dig - > 工时， 不 等 式 (5.6.1) 成 立 . 
(FP 1N, (nDg = nts Etr y P n+a(n—1, 
q > n +s > s, FÆ |lul|, < IUT lulla 以 此 式 代入 (5.6.11) 得 
出 
llulle < riep» I Dal, q>". 


=l 
注意 当 g > m BF, s 是 由 mp ,pn 及 4 确定 的 正 数 ， 故 上 式 
说 明 不 等 式 (5.6.1) f q > n 成立， 由 此 易 知 不 等 式 (5.6.1) 对 任 
A q> 0 都 成 立 . 
(vi 当 Dh <1 时， 我 们 先 证 明 


ha 1 
fulo = sup lel < C2 ] [l| D:ul|lg, < Callelinp:) Vu € C0). 
i=l 


(5.6.13) 
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u 


又 先 对 a = 工 的 情形 证 明 上 列 不 等 式 ， 命 云 = ——h hl 
IMi- !ID;ull|g, 


由 (5.6.11) 有 
llëll,,, = llëll < r* âli. (5.6.14) 


当 Zi -<1 时 ， Zagori f ó = — 


-Pa > sD r = s(n — 1)8, s < T, 再 由 
[Q| =1 知道 
lils < ël ae- (5.6.15) 
将 (5.6.15) 代入 (5.6.14) 得 出 
Walas < raz * (5.6.16) 


由 于 s > 0 是 任意 的 , 故 可 任意 取 " > 1. 依次 取 r = 5",6"-!,.… ,56， 
由 (5.6.16) 得 出 
llšl|,, = < < š” | wy A 


< 05” (Gm—1)e m-ai | 人 1 一 在 一 mm 


om- (5.6.17) 
E (5.6.7) P ui =- = um 二 并 注意 || =1 得 出 
hulle < [ioa < Jina. 
由 此 知 llëlly <1, 于 是 由 (5.6.17) 得 出 
lia < 6 = C05) = 
命 m — oo ,由 上 式 得 出 


sup jä] < C; BÈ sup lel < C2 [IIDiwtlB < call， (5-6-18) 
i=1 
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为 了 去 掉 I = 1 KRH, HEAK, FARRER z = 


nry G = 1.2. n) , M de = jn|dy， 设 经 变换 后 区 
REH Å, W |Ó] = 1, Es ule) = alu), WA 


lpale = ( J ipapa) i 
j u (pma = a = FE Dil- 


由 此 式 及 (5.6.18) 得 出 


sup |u] = sup lal < O HI IID:8||2 < on E i | Paul 过. 


i=1 i=1 
此 式 就 是 所 要 证 明 的 不 等 式 (5.6.13). 
再 证 明 
ow = sup KEHON < o, S iDan 
“a D ls; — yl i=1 (5.6.19) 


< Callalli Yu € CHN). 


H ue GN) pu=0# RAQ h. 任意 取 定 zy € Q , G 
d= Y je; | > |z — J, 
í=1 
TË |z; 一 更 | < dh hi = și (i = 1,2,-:: , n) ? 因此 ， z 与 y 必 位 
于 同一 个 楼 长 为 dh,- d'e 的 立方 体 中 ， 故 可 设 


zy € Da = {zs za) € R'la, < zi < a; + dh i 二 1,2,... ,nk. 


不 等 式 


lu(z) — u(z)| < juls) — u(z)| + lulz) — u(g)| 
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两 端 对 z 在 T'u 上 积分 得 出 
IT'iJlu(z) — u(W)| < f- |u(z) — u(z)|dz + L lu(z) — u(g)|dz, 


由 此 得 出 
lu(z) — u()| < Ie + Fy, (5.6.20) 
其 中 
I. = d Eh 人 ea) — u(z)iaz, (5.6.21) 
下 面 对 L, 进行 估计 . 
L, = d- Zh h. f #u(mte(a-e), .. santt" (oe) dt 


1 n 
=d Ëh f I/ Y D;u(zi + t (z 一 m) 
Tr, 0 i=1 


Wnt hr (zn — m ))h thi-1(;; — z )dt| dz. 


由 上 式 ， 注 意 到 |z; — z;| < dh: 得 出 


n h-E hj 1 ai+dh1 
L< Ya s" f ma f 
0 al 


i=1 
an 十 dh 
-f |D;u(zi + {z — 21), ,Tn 十 tz (z, 一 z,,))|dz 
ün 


对 此 式 右 端 作 变 换 z; 十 thi (z; 一 æi) = 8; {i = 1,2,- sn) 后 ， 再 利 
用 Holder 不 等 式 得 出 
n Eh fl zi+thl(ai—mi)+thadhi 
L, < Yra y” f ea f 
i=l . 0 zı +t (a1 —21) 


En tE” (an ~an tHt”” dhn ds 

. ID;u(s)| =+ 
Í`. (aa 一 Zn) ) ID: 
j 


. 180 - 


i=1 
n # 
x I[0G 25) 
j=1 
n Khi 1 Fr 


Pi 


由 (5.6.22) 及 (5.6.23) 得 出 


L, < È hid||Diullp; < d(max hi) 5 Dilles- 


i=} i=l 


同样 对 T, 进行 估计 得 


Iy < d(max hi) Š ` ||D;ull;,. 


i 二 1 


将 (5.6.25) 及 (5.6.26) 代入 (5.6.20) 得 出 


ju(z) -ul < dO; 》 Delln， C2 = 2 max hi. 


t=1 


站 一 号 fl hh—l oo o° Ë 
<} hd J Í t T A 


(5.6.22) 


(5.6.23) 


(5.6.24) 


(5.6.25) 


(5.6.26) 


(5.6.27) 
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H (5.6.24),(5.6.27) 及 d = x, |z, — |: 得 出 不 等 式 (5.6.19). 合 
并 不 等 式 (5.6.13) 及 (5.6.19) 得 出 不 等 式 (5.6.2) 对 u € CAN) 成 
立 . 证 完 . 

注 2 由 (5.6.1) 得 出 ||ulli < C y, IID:ull,,, 于 是 有 


YI, ulla: < [leil + IDa ulla < (C + DS IID;ullə; 


i=1 


这 就 说 明 ， 在 空间 WJ PJ) (Q) 中 ， 范 数 
lell = -ln u||p; 
与 原先 由 (5.5.4) 定义 的 范 数 
liella) = llalli + Dla 


是 等 价 的 . 

注 3 如 果 9 具有 立方 体 性 质 ( 即 存在 正 数 1, 使 得 只 中 每 
一 点 都 是 含 于 Q 中 的 楼 平行 于 坐标 轴 上 且 棱 长 为 1 的 正 立方 体 
T, 的 项 点)， w3 1< Yag 11; Gb . n) Bf, XÍ 
定理 5.6.3 中 的 9 有 Wh mc ra), 如 果 p 具有 一 致 正方 体 
性 质 FEER I 及 < ,对 任意 > c Q, 只 要 € B,(z), 就 存 
EETA 中 的 以 = E v 为 顶点 的 棱 平 行 于 坐标 轴 且 棱 长 为 ! 的 
正方 体 有。 及 P, 使 得 P. 可 由 P. PE y-a 得 到 Ty = 
y—z+T;s = {y—2+zz € T.) c Q ), MY Yi z: < 1 时 ， 
有 WLR) SCANN) ,和 ;如 定理 5.6.3 所 示 (参阅 文献 [5] 及 
文献 [6]). 

注 4 在 二 维 正方 形 


1 1 
= fielo <2< z, o<y<3) 
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中 ， 对 函数 


1 1 
Ty 


ulz, y) = ny (5.6.28) 
经 计算 得 出 
1 _ 1 1 2 y3 
Due ils EF ir 


f |Dru| dedy 
n 


-i les 一 TF + Eef 车 Tay % 


-1/ (42 4d(In z) aa) f ysd(lny) 
0 


(ns) (Inz)3 + (nz) [mp 


[ua saan), 2) Cas), 
=- 20n2)-?1 i - 2(In2)-1 + Sn}. 


由 此 知 Dau < LQ). METE Dyu € L3(Q),u e LQ). A 
此 u € W1(23)(Q) ， 由 注 3 得 出 的 最 好 结果 是 4 c Ze(Q),9 = 
和 了 = 12 但 如 果 只 限于 各 向 同性 Sobolev 空间 ， 则 只 能 视 为 
u € WŁI(Q) ,从 而 由 引 理 5.6.2 的 注 1 只 能 得 出 u e LS(Q). 

注 5 对 正方 形 


r= {{z, z)||z! < 1, lyi < 1}, 
函数 


u(z,y) = ely € C(F) c L”(r) 
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由 计算 知道 


1 1. . 2 
Deu = zle? (signz)[u|5 € LP(T) 


的 充 要 条 件 是 P< 2 , 而 
Dyu = lelilyl-Heigny) € ZPU) 


的 充 要 条 件 是 p< 3. 因此 , FHA u e WiP(T), 则 p<2=n, 由 定 
理 5.6.2 的 注 1 不 能 得 出 的 连续 性 . 但 车 视 u E Wher), 则 
u € WLAT) HEERE pi < 2,p2<3. 取 pl = r: <2, 


p = E < 3, ll u e WLO), B 


工 + 工 -+ 和 <1 
p Pz 11 11 
因而 由 注 3 知道 函数 u 是 Holder 连续 的 . 
注 4 与 注 5 说 明 ， 各 向 异性 Sobolev 空间 的 把 入 定理 能 够 比 
各 向 同性 Sobolev 空间 的 址 入 定理 更 准确 地 判断 范 数 的 光滑 性 . 
用 数学 归纳 法 可 以 由 定理 5.6.3 推出 一 般 各 向 异性 Sobolev = 
间 WEP O) 及 Wea) 的 嵌入 定理 ， 参 见 文献 [5, 6, 
25). 


57 W) ET B SEE 
KondrachovBd 证 明了 : 4 kp < n 时 对 任意 正 数 g < — 
当 kp 之 nn 时 对 任意 正 数 q, KAAT 
WEP) — LO) 
ERAT. 这 一 结果 推广 到 各 向 异性 Sobolev 空间 Wela) (N) 
也 是 正确 的 . 我 们 只 给 出 空间 WEO? (9) 的 嵌入 算 子 的 紧 性 证 明 ， 


嵌入 算 子 的 紧 性 在 近代 分 析 ， 特 别 是 在 椭圆 型 偏 微 分 方程 理论 中 


有 许多 重要 前 应 用 . 
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定理 5.7.1 j Q E R" 中 的 有 界 区 域 ，1 < p, < ooli = 
1,2,... ,n) . 那么 


G) 当 ` L > 1 时 对 任意 正 数 g < — s 3 L <1 
i=1 Pi >D l _1 i=] Pi 
iZi Pi 
时 对 任意 正 数 g , 嵌入 算 子 
Wo (0) > LUR) 
ERAF. o, 
(ü) 当 Die <1 R, EAF 
wa) 一 Co 人) 
ERAT. "1 ai 
证 O 572 >l, 记 q =— 4y] 
i=1 Pi > L —1 i=1 Pi 


t=1 

时 ， 不妨 设 9 > 1, 并 取 qa > q . 对 W. P) Q) 中 的 任意 有 界 集 A, 
设 

llull) < K, Vu A. 


利用 嵌入 不 等 式 (5.6.1) 得 出 
lella < Cirilellh p) < CK, Vu e€ A, (5.7.1) 


其 中 CK 是 与 n, Pist Pkg KN 有 关 而 与 u 无 关 的 常数 . 因 
此 ， 根 据 定理 2.1.2, 要 证 明和 集合 4 在 Lq4(Q) 中 为 列 紧 集 ， 只 需 证 
明 


llu(z + h) — u(z)||, < CK|h|*%, Vu € A, (5.7.2) 


其 中 常数 C 与 4 无关，a >0. 因此 ， 由 于 cH) 在 Wap q) 
HAE, T ACW TN), 只 需 证 明 


llu(z + h) — u(z)l|, < CIAF luluy, Va e cia). (8.7.3) 
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tt u e CHA), Æ Q fhe u = 0 , tl 


1 
lulz + h) — u(z)| = f dy + hja 
三 
Ln n nl 
Í Y Diu(z + th}h;dt| < |h| x Í |D;u(z + th)|dt. 
0 i=1 i=1 “Ü 


此 式 两 端 在 Rr 上 积分 并 利用 不 等 式 (5.1.8) 得 出 


n pl 
ilule + h) — u(z)||h < Ik] > Í f. |Daw(z + th)jdzdt 


< [A 3 Dslh < A $ 97 || Dull; 
s=1 Y 一 下 


< Cslh| | (5.7.4) 


—_ ` 
其 中 Ca = max [N a. B 1 <q < qo , Ë 
1<i€rm 


则 由 不 等 式 (5.1.9), (5.7.4) 及 (5.6.1) 得 出 


|a(e 士 向 一 wjlls 
< |lu(z +h) — wo)ll lule +A) — u(r)lla 


< (Cslh| jlulli,ce)) llulla) = 
< P-CF h lell go (C:lle|| 23)” = Chele,- 


这 就 是 不 等 式 (5.7.3). 
(ü) 由 嵌入 不 等 式 (5.6.2) 及 Arzela-Ascoli 定理 2.1.1 HE. 
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在 偏 微分 方程 理论 中 , 为 了 得 出 函数 及 其 弱 导数 的 弱 可 微 性 ， 
通常 需要 对 其 差 商 进 行 研究 , 在 R" H, 以 er = (0 ,0), 
… en = (0,0,.… ,1) 分 别 表示 在 ?1，… ,zn 方向 的 单位 坐标 向 
E. 对 R" 中 区 域 Q 上 的 一 个 函数 u, 函数 


Atule) = Afv(z) = + hei) ~ ule) (hZ 0) (5.8.1) 


KA u 在 zi 方向 (或 e; 方向 } 上 的 差 商 . 
引 理 5.8.1 WẸ u € WHA), WHEKE Y cc 0, 34 0 < 
h < dist(@?, 80) 时 ， 有 Atu e LN), 而 且 


lAřullp a: < |lDiullp n- (5.8.2) 
证 由 定理 5.5.2, u[ ië uec [| W1:P(Q). 于 是 
k 
Ahu(z) = ulz t hei) — ule) = L Í Diu(z + tei)}dt. 
利用 Holder 不 等 式 ， 由 上 式 得 出 
h 1 f" 
P _ ` yP 
|Ahu(z)) < i IDiu(z + tei)|Pdt. 
因此 有 

h 

Í Anu(z)rdz < > f f [Diu(z + te:)|’dedt. 


< f ID). 


引 理 5.8.2 WẸ u c LP(Q), 1<Dp<oo, 且 存在 正常 数 乓 及 
ho, 使 得 对 任意 人 cc 0 T 


Atule < K, YO< h < min{ho, dist(, 3N)}, (5.8.3) 
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WAFA Diu FE, H 
IID;ul|,, o < K. 
证 命 = (ze Q|]dist(=,80) > 4}, W 


EtA CC Riti C Ny = 1,2,:+-), H lim Q; =Q. 


不 妨 设 N 不 是 空 集 ， 在 条 件 (5.8.3) PRY 为 fi 得 出 
lAtulpn < K, Y0O< 天 < minfho,1). 


因为 L(A) 中 的 有 界 集 必 为 弱 紧 的 (参看 附录 3 推论 1), 故 存 在 
正 数 序列 {him} 及 wy € Lp (0) 使 得 (一 AA) 


O < him < min{ho, 1), him — 0, rm — oo， 

Abmu— 0, ÆL”() 中 (Hm 一 oo). 
因此 还 有 {参看 附录 3 引 理 1) 

llalla, < imolai ulpa < K. 

再 在 条 件 (5.8.3) PH V 为 O, 得 出 

(Af ullpn < K, Vhim < min{ho,1/2). 
由 此 ， 又 存在 子 序列 {ham} C {him} 及 vz € LP(0) 使 得 

0 < ham < min(ho, 1/2), hom — 0， 当 m 一 oo, 
Ap”u— u, LPa) (žm — eo), 
[lvls,ns < K. 


如 此 继续 下 去 ， 对 所 有 GG > 1), 存在 子 序列 {him C {hjy-_1m} 
及 u; € L) 使 得 


Ü < him < min[ho,1/j),h;a — 0,5 m — oo, 
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Amu -av 在 LP(Qj) 中 (Hm — eo), 
villp,n; < K. (5.8.4) 


因此 , 按 对 角 线 法 则 取 hm = hmmm = 1,2,- ), 则 对 任意 fy(j = 
1,2, `. .) # 


Abu 一切 fELP(Q;)iB, m 一 oo(h,, —> 0),j = 1,2,... (5.8.5) 
ul> J Bm, HF Q; c Q, 及 (5.8.5) 得 出 
Abu — u 在 FP(Qi) 中 , 当 mm 一 oo(hm — 0). (5.8.6) 
由 (5.8.5) 及 《5.8.6) 有 
u= ae 在 Dj 中 ， 当 ! > 六 


因此 ， 等 式 

一 划 ae 在 0 中 ， 了 三 1 2 (5.8.7) 
在 Q hi x r —4 683 v, B H (5.8.4) 及 (5.8.5), 对 任意 Q = 
1,2,….) 有 


(leipa; < K,j 一 1,2,: .. (5.8.8) 
Alma 一 ov ÉELP(Q;)rh, m — co(ha > 0), j=1,2,:-- 
(5.8.9) 
在 (5.8.8) FẸ j — oo 得 出 
llvllpn < K. (5.8.10) 


再 证 明 v SK u £f Q 中 的 弱 导 数 Diu. ER p e C)(Q). 必 
存在 N; DD suppp. # p € LD” (Q;), 由 (5.8.9) 得 出 


f {Atmujpdr 一 f vpdz， Hhm — 0. (5.8.11) 
Q; Q; 
当 hm 充分 小 时 有 


f u(% + ha e;)e(z)dz = f u(z)e(z — hmes)dz, 
Ns ny 
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由 此 知 


f u(z + Anea) _ u(z) of(zjdz = -人 u(z) p(z _ Fei) 一 elz) dz. 


HAANEN ERTS 
f J (An yjpdr = 一 f l UAT "pdr. (5.8.12) 

对 所 有 ze Q 都 有 

(oA M gla) = ula) EE ENEE) te) Digla), hm 0. 

TÆ, H Lebesgue F wiir g g 3 48, 


f uA "pdr > f uDipdr, Ähm — 0. (5.8.13) 
y nj 


在 (5.8.12) 两 端 令 hm — 0, 将 (5.8.11) Æ (5.8.13) 代入 得 出 


f vpdr = 一 f uD. dr. 
Ds 93; 


由 此 式 及 suppe CC 0; c t 知道 


f wear = -f uDipdzr. 
n n 


由 于 ps C1(0) 的 任意 性 ， 上 式 说 明 % 在 Q 中 有 弱 导 数 Diu = x. 


再 由 (5.8.10) 得 
llDiullan < K. 


5.9 Laplace 算 子 特征 函数 的 正则 性 
在 3.5 节 中 ， 我 们 得 出 Laplace 算 子 的 特征 值 问题 


— Aw = Àu, # Q 中， (5.9.1) 
， 190 - 


u = 0, 在 99 上 (5.9.2) 
有 特征 值 的 无 很 序列 
O <À <À <... < M Co oo (5.9.3) 
及 相应 的 (广义 ) Se iF g 3 
U Ua sn) (5.9.4) 


且 此 特征 函数 序列 组 成 Sobolev 空间 WEO) 的 基底 . 

作为 本 章 前 儿 节 理论 的 直接 应 用 ,我 们 将 证 明 特 征 拓 数 (5.9.4) 
的 正则 性 . 

引 理 5.9.1 WẸ u e€ W1:2(0) 满足 


人 Du .Dipdz = À f updr, Ye € WEHA), (5.9.5) 
则 we W22(0), 且 满 足 
-Au = ìu, ae. 在 Q P. (5.9.6) 
证 i Y cc Q, dist(X, 8Q) = 2d. 对 任意 满足 条 件 
suppe C (1 = (z € Ndist(z, 00) > d} 
K pew O, 3 0 < h <d bl, # 
Ahe = A; 'o(z) = ple = he) el) e W (0). 
故 可 在 (5.9.5) 中 取 o 为 Ao, 并 利用 (5.8.12) 得 出 
Í Du- D(A ™™p}dz = À f uA hodz = —À 人 (APuyedz, 


pe WE? (N) supp C Q$, O < h < d. (5.9.7) 
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注意 到 D(A*y) = ADe), 并 利用 (5.8.12) 得 出 

/ Du- D(A "p}dr = f Du. A™*(Dọ)dz. = -f A* (Du). Dedz 
Q ü Q 

以 此 式 代入 {5.9.7) 得 


f A” (Du) - Dedz = À f (A"ujpde 


p € W) 2(Q),suppe C 0, 0 < h < d. (5.9.8) 
He AR a| pa 3 
0, m 0<t<1, 
p(t) =$ 5-12+92 20, 34 1<1<2, (5.9.9) 
1, 当 2 <t. 
易 验 证 


pit) ec (0, co)), 
O<p(t) <1, Vte [0, 00), (5.9.10) 


W< 5, Vt € [0, 00). 
对 任意 z € R”, BRAIRE RE A EA 
d(z) = dist(z,8Q) = inf |z — z| (5.9.11) 
满足 Lipschitz 条 件 ， 且 
ld(z) — dt < jz- yl, Yzy € R”. (5.9.12) 
由 定义 (5.9.11), 对 任意 e > 0, 存在 zo < 89 使 得 
|zo — z| < d(z) +e. 
由 此 知 


d(g) < lro -yi < |zo — z| + |z — yl < d(z) + £ + |z — yl. 
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Hec 为 任意 正 数 ， 由 上 式 得 出 
d(y) < d(z2) + |z — y|, ËB dy) — dz) < |z —g|. 


同 理 可 得 
d(z) — d(u) < |z — yl. 


从 而 (5.9.12) 成 立 ， 即 


d(x) € C9' (Rn) [ |W!°(R"). (5.9.13) 
xT 8 32 F 
n= (2), (5.9.14) 


根据 引 理 5.4.1, 并 由 (5.9.10) Æ (5.9.13) 有 
n(z) € Wa"™ (@), suppr C N’, 


0 < n(z) < 1, vz € ñ, 
n(z) = 1, Vz € 0, (5.9.15) 
3 
IDn(z)| < >: Vz € f), 
因此 ， 对 于 函数 
e=mAhu, 0<h<d, (5.9.16) 
得 出 
e€ WL?) suppe c Ri. (5.9.17) 


利用 公式 (5.3.20), 由 (5.9.16) 有 - 
Do = DA) + 20DnAPu = A DY) + 20DnÀu. (5.9.18) 
因此 ， 将 (5.9.16) 定义 的 e 代入 (5.9.8), 利用 等 式 (5.9.18) 得 出 
f lat(puyas + 2 Í nAPF(Du) . DnA udr 
i ° (5.9.19) 
= À | 人 2|Asul?dz. 
| 上 nlAul dz 
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以 不 等 式 
一 27AA(Da) - Dn Au < ¿Pat (Du)? +2|DnAPuJ2 
代入 (5.9.19) 得 出 
f PADa 
o 
< x | matuta + f [lat (Du)Pa= + 2lDnAtuP ] dz. 
因此 有 
; Í n lA (Du) de < À f n A"u dz 十 2 f |IDn|2|A#u|2 dz. 


因为 Ó > O, 利用 (5.9.15) 及 引 理 5.8.1, 由 上 式 得 出 : 当 0 < h < 
了 =dist(fa,99) 时 有 


IIAs(Da 民 wy < f AP (Du) de 
a 


<2 f JA u] de + > f |[A"uj dz 
Nd d2 nd 
(5.9.20) 


9 
- (> + Z) [A*u]? p 


< (A+ ZJ Duba = z, 


其 中 
9 3 
K = (2+ z) [Dulla 
是 与 dS Q”) 有 关 而 与 无关 的 常数 . 


因为 对 任意 "Cc 9' 及 任意 ik(ik 二 1,2,… ,mn) 有 


IA (Dru)llz or < [A* (Dellen < [A (Du) l,m 
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从 而 由 (5.9.20) 得 

At (Drw lin < K, V 0 < h < min(d, dist(Q”, 80). 
因此 ， 电 引 理 5.8.2 知道 D u 在 G HARFA D.(Dr.u), BI u 
EY RARIK Diru = D.(D;u), B. 

ID: u|lə as = ||D,(D,Lu)||o. a: < K. 
这 就 证 明了 
u € WY) YO cc Q, 
即 
u € W; (Q). 

FHER u 满足 (5.9.6). 因为 Dau = D.(D;u) 是 Diu 的 一 阶 卉 

导数 ， 由 弱 导 数 的 定义 有 


f eD:;udz = -f DiuDipdz, Ye € Co (0). 
n Q 
此 式 对 i 从 1 到 n 求 和 后 ， 以 (595) 代入 右 端 得 出 
f pAudr = -f Du: Dodz = -a f updz, Ve € CrN), 
n Q Q 


即 
f (Au + Aujpdr=0, Yp € CP(N). 
EF 


因此 ， 和 根据 5.3 节 的 广义 变 分 法 基本 引 理 知道 (5.9.6) 成 立 . 

引 理 5.9.2 ”如果 u € WI2(Q) 满足 积分 等 式 (5.9.5), 则 对 任 
BEN k>, H uec WE). 

证 AA u € WEZ), 对 任意 Q cc 0, 选取 们 使 cc 
ü cc ñ, WJ u e€ W12(0). HER e e WG), # AQ pe 
ç = 0, lll e € Wo” (Q), 由 (5.9.5) 得 出 


Í Du: Dpdr = À f updr, Ve € WL’). (5.9.21) 
全 Q 
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这 就 说 明 , 引 理 5.9.1 的 条 件 当 吕 为 名 时 成 立 , 因此 , 由 引 理 5.9.1 
知道 ， we WÑ). E Y cc Ñ, # w e WN), 而 9 X 8 Q 
的 任意 内 子 域 ， 于 是 得 出 uc We (N). 

以 上 证 明了 引 理 对 大 = 2 成 立 . 

对 任意 (1 < š < n), Æ (5.9.5) 中 以 Dip RE p OA 


f Du .DIDipjdz = À f uD;pdz, Yop ECPN). (5.9.22) 
n O 
根据 u c W22 (0) 及 弱 导 数 的 定义 有 
f Diu: Dj;(Dip)dz = f Du. D,(D;p)dz = -f Di(D;u) D;edz 
Q m Q 


- f Dj(Diu)Dypdz, Ve € CP(N), 
n 


(5.9.23) 
f uDpde = — f oDiudz, Ye € CPN). (5.9.24) 
o n 
将 (5.9.23) 对 7 了 从 1 到 n 求 和 得 出 
J pen . D(D;)d: =- f pm )- Dpdr, Yp €Cp (9). 


将 此 式 与 (5.9.24) 代入 (5.9.22) 得 出 
f D(Diu) : Dodz = af pDiudr, Yọ € CP (0). 
Q Q 


此 式 说 明 Diu < WEO) 满足 引 理 ( 视 Du 为 u) 的 条 件 ， 而 前 
面 已 经 证 明 引 理 对 有 = 2 成 立 ， 因 而 得 出 Diu € Wo (o). 由 
i(1 < í < n) 的 任意 性 知道 u € W (Q), 即 引 理 对 有 = 3 也 成 立 . 
用 数学 归纳 法 不 难 证 明 引 理 对 任意 上 > 2 均 成 立 . 

定理 5.9.3 如果 4 £ W12(0) 满足 积分 等 式 (5.9.5), M u € 
C™(0), 且 

—Au(z) = Xu(z), Yrz EN. (5.9.25) 
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证 ”我们 来 证 明 对 任意 整数 m > 0 有 ucca). WEE 
O cc 0, 存在 具有 Lipschitz 连续 边界 的 区 域 Q” 使 得 Y c 
0" cc Q. 由 引 理 5.9.1 及 引 理 5.9.2 知道 ， X) k = m+ [| +1 
有 we WAR 这 里 | 了 | 表示 的 整数 部 分 ， 从 而 由 嵌入 定 
理 5.6.2 注 1 知道 ， 当 nn 为 奇数 时 wE Chi), 5 n 为 偶数 时 
u € CmA(8W), 这 里 入 为 区 间 (0,1) 中 任 一 值 ， 因为 YC Q, 所 
以 w € CY), 再 由 V(O cc 0) 的 任意 性 得 出 we C(Q). 由 
于 和 ma> 0 为 任意 整数 ， 这 就 证 明了 te C> (Q). 
再 证 明 u 满足 (5.9.25). 在 引 理 5.9.1 中 已 经 证 明 满足 


fiau 十 Au)pdz =0, V e€ Co (0). 
n 
HT Au+ Xu € CE (0), 根据 变 分 法 基本 引 理 , 由 上 式 得 出 (5.9.25). 
证 完 。 

此 定理 说 明 ， Laplace 算 子 的 特征 值 问 题 (5.9.1), (5.9.2) 的 特 
征 函 数 都 是 点 点 满足 方程 (5.9.1) 的 Ce (Q) 中 的 函数 . 
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第 六 章 Banach 空间 中 的 微分 及 微分 方程 


本 章 介绍 以 后 两 章 要 用 到 的 关于 非 线性 泛 函 分 析 的 一 些 基 本 
知识 , 包含 Banach 空间 中 非 线性 证 函 的 微分 性 质 ， 涅 梅 茨 基 算 子 
的 有 界 性 与 连续 性 ， 抽 象 盘 数 的 微分 、 积 分 及 常 征 分 方程 . 


61 泛 函 的 Fréchet 微分 与 临界 点 


定义 1 i E E Banach =], I: E — R E E LZA, 
u € E. MEFE Alu) € BE*( 即 Alu) 是 六 上 的 线性 有 界 泛 函 ), 使 
得 
I(u + @) = IT) + (Alu), p) + wtu, p), (6.1.1) 
其 中 (Afu) p) = A(u)e TREB Alu) 在 p 处 的 值 ，w{wu,p) = 
ol|lp|), BB 


lim leel o, (6.1.2) 
lell llell 


则 称 泛 函 I £ u 处 Fréchet 可 微 , A(u) 称 为 了 在 4 处 的 Fréchet 
FR, 记 为 Alu) = T'(u), A(u)o = Flue RA IE u 处 Fréchet 
微分 . 于 是 (6.1.1) 可 以 写成 


I(u + p) = Iu) + (Plu), p) + oə(|lell), (6.1.3) 


如 果 了 对 任意 都 是 Fréchet 可 微 的 ， 则 记 为 了 Ee CHE, R). 
例 1 ` fe D2(Q) M, E= W2)2(Q) 上 的 泛 函 


1 
I(u) = 3 f |Dul?dz — f fudz (6.1.4) 
满足 ， 对 任意 up € E A 
1 2 
I(u + e) = s; J ipu+ Del de- | (+ par 


= I(u)+ | (Du: De- fojdz+ Í IDoPaz. 
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将 此 式 与 (6.1.1) HR, A 


wut) = ç J Dea = llet, 


(A(u),z) = f (Du: De — fp)dz. (6.1.5) 


显然 ， wuy) 满足 条 件 (6.1.2), A(u) 是 恕 上 的 线性 泛 函 ， 由 
(8.1.5) 及 Friedrichs 不 等 式 得 出 


(AG), e) < Dulal Dell + lifli 
< l:Dullə|IDol|; + ||fl|əC'|el|2 
= (fulle + CIIfllə)llel|z. 


此 式 说 明 A(u) 是 上 的 有 界 泛 卫 .从 而 根据 定义 1 知道 ， 对 任 
Ë ue E, AIE ukt Fréchet Ht, B Je Cl(E,RY), H 
I Æ u 处 的 Fréchet 导数 I'(w) = Alu) 由 下 式 定 义 : 


Wu) 0) = | Du: Do- fejde (6.1.6) 
由 (6.1.6) 知道 ， Poisson 方程 Dirichlet 问题 


— Ax = /f, 在 Q 中 ， 
u = 0, 在 ôn 上 


# E = W” (Q) FURR u RERE 
(I'(u) p} =0, VeeWo(Q) 
的 函数 we E, RER, uğ 
P'(u) = 0 


的 解 . 
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定义 2 EE E Banach 空间 ，Te C1(E,R). WUE u € E W 
Æ 
I'(w) =0, (6.1.7) 


BD 
(P(u),0) = 0, Vvee E, (6.1.8) 


则 称 u 为 泛 函 I 的 临界 点 , 对 应 于 临界 点 u 的 值 u) 称 为 了 的 
临界 值 . 

例 1 3 EH, APEA # Dirichlet 问题 的 弱 解 就 是 相应 泛 琴 
的 临界 点 ， 下 面 的 例 2 进一步 说 明 ， 非 线性 椭圆 方程 Dirichlet i 
题 的 弱 解 也 是 相应 泛 函 的 临界 点 . 

例 2 WQ E n(n < 6) fr X BR. W E = W)” (0) 上 的 
z 

J(u) = > f |Dal2dz 一 3 f udr (6.1.9) 


BucE, 34 ç € E fff 


1 
J(u + @) = z lpu+ Doa 5 f + oas 


= J(u) + [o - De — wp)dr 


1 1 
+ f =|De|2 — ug? — =e? | d>. 
n \2 3 


此 式 与 (6.1.1) 比较 有 
(AW),9) = f (Du - Do- uode, (6.1.10) 
u(u, p) = Í (im — ug? — T dz. (6.1.11) 


HN E n(n < 6) 维 有 界 区 城 ， 由 Sobolev 空间 人 嵌入 定理 5.6.1 知 
H *4 1 < n < 2 HA W2)2(Q)S LP(Q); 34 3 < n < 6 时， 由 于 
. %0 . 


2n 


3< 


1⁄4 


Wo” (MSL (N). 
因此 ， 存 在 常数 C 使 得 
lluj|s < Cllulle, Vu € E. (6.1.12) 
利用 Holder 不 等 式 及 (6.1.12), 由 (6.1.10) 得 出 


KA(u), ol < lipullall prle+ ( Í pde) (Jeta) | 


< llull=llell= + (Cllulle)?Cllplls 
= (lulle + CŠ||ulik)llells. 


由 此 知 Alu) € E*. BAA Holder 不 等 式 及 (6.1.12), 由 (6.1.11) 
又 得 出 


1 1 
lwla Pp)| < çl|Del|2 + lullsliplls + zle 
< 1 2 c C 2 1 C 3 
< allvlls + Cilulls(Cilel|)” + s(Cllel) 


1 1 
< (z + culls + 3C'llell=z) el 


由 此 易 知 o(u, p) 满足 条 件 (6.1.2)， 因 此 ， 根 据 定义 1 有 Alu) = 
J(u), J € CY(E, R) Ë f 


(J'(uy, 9) = f (Du: Dp- u?p)dz, YoeB. — (6143) 
W u e Wo” (Q) BEA J 的 临界 点 ， 即 J'(u)= 0, 或 
(ooy= Í (Du: Dp- wpjdz = 0, Ve e W42(0). (6.1.14) 
如 果 u € C2(Q), 则 由 (6.1.14) 有 


f (Du. De — uip)dz = 0, Ve ECPN). (6.1.15) 
n 
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由 此 推出 
foa — vi)pdr =0, Yy € CF (N). 
n 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 上 式 知 道 -Au -— u = 0, Bi w WEIR 
性 微分 方程 


一 Au = 4⁄2. 


因此 ， 一 般 把 WEO LAE J 的 临界 点 u 即 满足 积分 等 式 
(6.1.14) 3% (6.1.15) 的 函数 u E WFO) 称 为 非 线性 微分 方程 
Dirichlet 问题 

| -Au = u2, ENH, 


u = Ü, 在 609 上 


的 aR (广义 解 ). 

上 面 两 个 例子 说 明 ， 研 究 微 分 方程 边 值 问题 的 弱 解 可 以 化 为 
研究 相应 证 函 的 临界 点 ， 由 于 线性 微分 方程 边 值 问题 所 对 应 的 泛 
函 是 有 下 界 的 (参阅 定理 3.6.1 的 证 明 ), 它 的 弱 解 即 对 应 泛 酒 的 临 
界 点 ， 可 以 通过 求 泛 函 的 极 小 值 而 得 出 ， 这 就 是 本 书 第 一 部 分 讲 
述 的 古典 变 分 法 ， 但是， 对 非 线 性 微分 方程 边 值 问题 ， 它 所 对 应 
的 泛 函 可 能 既 无 上 界 也 无 下 界 ， 例如， 在 例 2 中 ， 任 意 取 定 一 个 
函数 we WEO), 满足 4 去 0, 4 > 0 在 命中 ， 因 为 对 任意 te R 
HA tu € WO 人 (9), 而 由 (6.1.9) 得 出 


2 3 
J(tu) = s f |Du|2dx — s f u dz 一 Too, 34 t — too. 
Q a 


即 J(u) 在 WEO) 中 茎 无 上 界 也 无 下 界 . 因此， 一 般 说 来 ， 对 非 
线性 微分 方程 边 值 问 题 ， 不 能 用 古典 变 分 法 ( 求 泛 函 极 值 ) 来 判定 
相应 泛 画 的 临界 点 ， 而 是 需要 全 新 的 理论 和 方法 来 研究 相应 泛 函 
的 临界 点 ， 这 就 是 下 面 两 章 要 讲述 的 临界 点 理论 或 称 为 大 范围 
变 分 法 . 
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6.2 WPA (Nemytski) 算 子 
如 上 节 例 2 Pr 2, FAEH EJ Fe Dirichlet 问题 


Au = f(z,u), 在 n 中 ， 
(6.2.1) 
u = 0, # an 上 ， 
在 Wi (0) 中 的 弱 解 u 是 泛 函 
t = 1 2 T 一 q 
r=; f Dupa f Fndz (6.2.2) 
在 W3"(9) 中 的 临界 点 ， 其 中 
F(a) = f ftd (6.2.3) 


因此 ， 为 了 研究 非 线性 椭 加 方程 Dirichlet 问题 ， 需 要 讨论 非 线性 
算 子 Aiu 二 F(x,%), 它 是 线性 算 子 Alu — fu 的 推广 . 

定义 H F(z, ,Um) 是 定义 在 人 x Rm HKA. wE 
F 满足 下 列 两 个 条 件 ， 则 称 F # $ x Rm 上 满足 Carathéodory 
条 件 . 

(i) HILERA W z € Q, F(£,u Um) 是 (ui ,um) 的 
连续 函数 ; 

( 对 所 有 取 定 的 (ui, ua Í) € R”, F(2,01, u) 对 了 
Æ O E Éi aT A R g. 

当天 (zt ,Um) 满足 Carathéodory 条 件 时 ,如果 如 (zz ， 
ua (z) Æ O ERTIK, M F(z ulrh e ua (z)) 也 是 多 上 
的 可 测 函 数 (证 明 参 见 文献 [8]). 

映射 


A: (wi(z), `". , t|  (z)) > F(z, w (z), n. , ua (Z) 


HA RAER TEI Carathéodory XF). 
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定理 6.2.1 I p > 1, r > 1, B 3⁄2 F # Q x R Fih E 
Carathéodory 条 件 及 不 等 式 


|F(z,u)| < a(z) + dul rs, Yru) € Q x R, (6.2.4) 
其 中 alr) € Lr(Q), b > o, 则 涅 梅 茨 基 算 子 
A: u(r) + P(z,u(z)) (6.2.5) 


是 L?( 人 OH) Lr) 的 有 界 连续 算 子 . 
证 利用 Minkowski 不 等 式 ， 由 (6.2.4) 得 出 
IIF(z,u(z))||, < lla(z) + b|ju(z)] ||, 
< |la(z)||, + bllu(z)l|Z, 


即 由 (6.2.5) 定义 的 算 子 是 L(Y 一 LY 的 有 界 算 子 . 
FERET 4 的 连续 性 . 用 反 证 法 . 设 算 子 4 不 连续 ， 则 存 
E e > 0,uo € (R) 及 序列 {ur} c Lr(Q), 使 得 


llus — uollp = 0, 235 k — oo. (6.2.6) 
|F'(z,uk(z)) — F(z, wle) >e VE > 1. (6.2.7) 
H (6.2.6), 存在 {wp} 的 子 序列 ， 此 子 序列 仍 记 为 {us}, 使 得 


uk > up ae ÆR h, 34 k — oo. (6.2.8) 


fx (z) = F(z,ux(z)), gÚ(z) = a(z) + b|uy(z)|*, 
k= 1,2,... (6.2.9) 
H F # Q x RR 上 满足 Carathéodory 条 件 及 (6.2.8) 知道 
f f, ae 在 只 中 (6.2.10) 


ge > go, ae. # Q H. (6.2.11) 
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H (6.2.9) 及 (6.2.4) 又 可 得 出 
|fx(z)| < |gx(z)|, Vze Q, k=0,1,2,... (6.2.12) 


由 于 


llux|” — [uol] < jul” + leo}, 


根据 Fatou 定理 得 
J Erroll + uol” -Ia 一 olaz 
< lm so | ltusP + uol” — Ilue? — vol laa. 
由 此 ， 利 用 (6.2.8) 及 (6.2.6) 得 出 
2 Í luolrdz < 2 人 juo|Pdz — Ei so f lluk] — [uo |”1dz. 


因此 有 
Jim. Í ls ~ lola = 0. 


于 是 ， 由 (6.2.9) 得 出 
flor -golras = r Í | ad ~ holtiraz 
n q 
< ef | Jukl” ~ [uol ldz — 0, 4 k — oo. 
[$] 


由 此 可 以 推出 
f joslrdz — f igol" dz. (6.2.13) 
0 q 
H Holder 不 等 式 及 【6.2.12) 有 
|fe — fo < (fx + |fo|”) 


< 2r-1(]Ige|" + lgo"), ae. # Q 中. 
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由 此 ， 又 利用 Fatou 定理 得 


J sar" + lool”) — |ñ — Pol" )dz 
< lm oo / [2”=—1(|ge|" + laol") — | fs — Pol ]az. 


由 此 ， 利 用 (6.2.13), (6.2.10) 及 (6.2.11) 得 出 
2" f lolde <2 Í loas — Imak, f th ~ raz, 


于 是 有 
lim / Ife — fol da = 0. 
Q 


此 一 oo 
H (6.2.9), 上 式 即 
Jim f |F (z, ux(2)) — f(z,uo(z))|" dz = 0. 
此 式 与 (6.2.7) FE. 
注 定理 6.2.1 可 推广 为 ; 设 pi > (ü= 1,2,::. rn), r > 1, ñ 
# F E Q x Rm EE Carathéodory 条 件 及 不 等 式 


[F(z u1- am)| < ale) +6 jul”, 
i=l 


Yr, Wl Um) € Q x R”, 
其 中 alz) 8 Lr(Q), b > 0, MEZEA T. 
A: (uy, ua) > P(x, (ur, , ua )) 
是 LP (Q) x LQ) x … x Lp=> (Q) + L) 的 有 界 连 续 算 子 ， 参 
阅 文 献 [18] 519.2 节 . 
63 ZAR Gâteaux 微分 


下 面 定义 是 多 元 函数 的 方向 导数 概念 对 证 函 的 推广 . 
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定义 iE E Banach ZA, I: E REE EW 88. # 
对 up € E, 极限 

tim Tette) — Tw 
FE, WER I E u 处 Gâteaux 可 微 ， 极 限 (6.3.1) RA I E u 处 
( 沿 方向 e) 的 Gâteaux 微分 , 记 为 DI(u, p), 即 


Iu + to) - Iu) 
t 


(6.3.1) 


DI(u, p) = lim 


a (6.3.2) 


如 果 Gâteaux 微分 (6.3.2) 可 以 者 为 
DIt) = (B ph BeE’, (6.3.3) 


则 称 I # u 处 具有 线性 有 界 的 Gâteaux 微分 , B RA IE wu hh 
( 沿 方 向 ó) 的 Gâteaux 导数 , 记 为 B = DI(u), BI 


DI(u, p) = (DI(u), $}. (6.3.4) 


定理 6.3.1 设 了 是 Banach 空间 E LKWZA, uc E. 如 果 
I 在 的 某 邻 域内 具有 线性 有 界 的 Giteaux 微分 ， 且 Gâteaux 导 


， 数 DI(w) Æ u 处 是 连续 的 , W| I E u RE Fréchet 可 微 , H DI(w) = 


I’'(u). 
证 BE u KRR B.(w) 内 沿 2 方向 具有 线性 有 界 的 
Gâteaux 导数 ， 不 妨 设 lell < r, f 
g(s) = I(u + sp), s€ [0,1). (6.3.5) 


当 s€ [0,1] BF, w + se € B, (u), H (6.3.2),(6.3.4) 及 (6.3.5) 得 出 


Iu + sọ + te) — Hu + sp) 
0 一 一 
t 


gis 十 D) — g(8) = g(t). 


(DI(u, sç), $} = lim,, 


= limeso 
由 中 值 公 式 ， 存 在 8, 0 < 9 <1 使 得 


g(1) — g(0) = g'(0), 
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I(u +p) — 1(u) = (DI(u + 0%), ç) (6.3.6) 
令 
w(u, p) = I(u + p) — I(u) — (DI(u,@), ph (6.3.7) 
则 有 
IG +p) = 1(u) + (DI(u, p), p} + (u, p). (6.3.8) 


以 (6.3.6) 代入 (6.3.7) 得 
wu,p) = {DI(u + 0p) o) — (Dilu, p) p 
= {DI(u + 0p) ~ DI(u, p)p). 
从 而 有 
w(u, p)| < ||D1(u + 9@) 一 Two igll. 
因为 Di(w) 在 处 是 连续 的 ， 由 上 式 得 出 


Ferae) < lprtw,0p) - Din pl > 0, “ikoll > 0. 
此 式 及 (6.3.8) 说 明 ， 工 在 At Fréchet 可 微 ， 且 DI(w) = (u). 
证 完 

利用 定理 6.3.1, 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 ， 它 将 在 以 后 两 章 
中 经 常用 到 . 

定理 6.3.2 WAK f 在 Q x R LME Carathéodory 条 件 ， 


H 
|f(z,u)| < a(z) + bju, V(z,u) € (à x R, (6.3.9) 
其 中 a(x) E LFO) b 为 正常 数 ， 常 数 > 满足 
< t2 2 m n> 2, 
0<r Sac? (6.3.10) 
= 任意 正 数 ， 3 n < 2. 
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记 F(z,u) = f “ f(z, t), 那么 ,对 E = WEHA), 


J(u) = 上 P(z,u(z))dz (6.3.11) 
# J € O (E, R), EE 
Wla) = | fG.u(z)yeax. (6.3.12) 


如 果 条 件 (6.3.10) 中 的 < AA <, W J' E E — E* 的 紧 算 子 . 
证 由 中 值 公式 ， 泛 函 (6.3.11) 的 Gâteaux 微分 为 


Du,p) = h Tette) — e) 


= ia f —[F(z,u + tp) — F(z, u)]dz (8.3.13) 


= = iim f f(z u + 0to)ode, 


HH 0 <8 = 0(z,u(z),te(z)) < 1. 
34 upe W22(Q) 时 ， 由 条 件 (6.3.10), 根据 嵌入 定理 5.6.1 知 
jË wp € LHN), 且 存 在 常数 C > 0, 使 得 


iol < Chlls, Vo € E = WE (Q). (6.3.14) 
由 (6.3.9), 利用 Young 不 等 式 (5.1.4) 及 不 等 式 
(a +b) < PaP + bP), p21 
得 出 , 当 || < 1 时 有 
f(z, u + 0te)o| 
< [a(z) + b|u + telr)|e| 


Tr r1 =E 1 r+l 
< EW] qlee) + blu + tpl + +y” 
allee + + bF lu + atel! +— =a 
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Tja + 2° + FP (lutt + Joso) + Hel 


S 
21 


2rr r r 
< FH bA r+1 Fr 十 上 r+l 
lolol rir + ROFE (aH + faH] + el 


此 不 等 式 右 端 是 一 个 与 二 无 关 的 可 积 函 数 ， 利 用 Lebesgue 控制 收 
Am, h (6.3.13) 得 出 


DJ) = Í fle,udz. (6.3.15) 
@ 
对 于 固定 的 u, 由 上 式 定义 的 泛 函 DJ(u, $) 关于 $ 显然 是 线性 
的 . 由 条 件 (6.3.9), 根据 定理 6.2.1, 算 子 
S :u(z) > f(z,u(z)) 
E L"+1(Q) > LË 的 有 界 连续 算 子 ， 因 此 ， 由 (63415) 及 
(6.3.14) 得 出 
IDJ(s, Os Í If ulaz 
n 
< ffle, Wless llel 
< O||f(z,u)||=s |leliz- 


因此 ， DJ(w,y) 为 关于 o 的 线性 有 界 泛 函 ， 从 而 泛 函 J E u k 
有 线性 有 界 的 Gâteaux 微分 


DJlu, p) = (DJ), oy, Yu, p € W2” (Q), (6.3.16) 


其 中 DJ(u) A J Eu 处 的 Gâteaux 导数 . 
我 们 再 证 明 Gâteaux 导数 D.J(u) 关于 u BERR. 对 任意 的 
wv, z € F = WI (Q). 由 (6.3.16),(6.3.15) 及 (6.3.14) 有 


|(DJ(u) ~ DJ), p) 


= | rte) - eved 
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< ||/(z,u) — (æ, v) eż Illl- 

< Cllf (x,u) ~ f(z,ə)||=n llel- 
由 此 得 出 

IIDJ(u) — DI) < C||f(z,u) — F(z, wep. 
此 式 说 明 ， 算 子 
T: f(z,u) + DJ(u) 
Ë L (0) E JES F. HEARE 5.6.1, AF 
I: uau 

Ë W)” (Q) > LHO) 的 连续 算 子 ， 当 条 件 (6.3.10) 中 < AA < 


时 ， 由 嵌入 定理 5.7.1 知道 , 算 子 了 又 是 WPO) — LHA) 的 紧 
算 子 ， 因 而 ， 算 子 


DJ=ToSol: uw- DJ(v) 
是 E > E 的 连续 算 子 ， 且 当 条 件 (6.3.10) 中 的 < 改 为 < 时 ， 
DJ: E > E* 又 是 紧 算 子 , 这 样 一 来 , 由 定理 6.3.1 知道 ,了 在 % 处 
Fréchet 可 微 , H Fréchet 导数 是 J'(u) = DJ(u), 因而 J € CE, R). 
再 由 (6.3.16) 及 (6.3.15) 得 出 (6.3.12), 且 当 条 件 (6.3.10) 中 的 < 
改 为 < 时， 算 子 了 = DJ: u> J'(u) E E — E RAF. 


64 ”抽象 陶 数 的 积分 与 微分 


it E Æ Banach 空间 ， 自 变量 为 实数 上 E [ab], 而 函数 值 为 
z( 吉 < 五 的 函数 称 为 抽象 函数 或 PN OB Sk. 记 为 
z(t): [a,b] 一 五 . 
EX 1 r(t): [eb] —+ E,t € [a,b]). 如 果 对 任 音 e > 0, 存在 
ó = (e,t) > 0 使 得 


|lz(t+ At) — elt] < 6, HAt] < ó, 
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则 称 z(t) 在 上 点 连续 . 如果 lt 在 [ae 为 上 每 一 点 连续 ， 则 称 z(t) 
E la b) LER. 

与 普通 连续 函数 一 样 ， 应 用 有 限 材 盖 定 理 可 以 证 明 抽 象 连续 
函数 的 下 列 基 本 性 质 . 

引 理 6.4.1 如 果 抽象 函数 z(t) 在 [eb] 上 连续 ， 则 e(t) 在 
lob 上 一 致 连续 ， 即 对 任意 e > 0, 存在 5= 6(e) > 0 使 得 


læt) -ece Htt € [ab], lt- #| < 8. 


定义 2 Helt): [@ 可 一 吾 是 一 个 抽象 函数 . 如 果 存 在 z € E 
使 得 ;对 la,b| 的 任 一 分 法 


T: a=te<ti <+. tihe <t, =b (6.4.1) 


BEB 6 E [t i ti] 二 1,2,… ,n) 所 作 的 积分 和 


n 


g= y 2(€j)ALK, At; =t—t;-1 (6.4.2) 
i=l 
满足 
当 d(T) = max At; > 0 时 有 llz — zl — o, (6.4.3) 


则 称 z(t) 在 [a,b] 上 Riemann 可 积 , z WA z(t) 在 [a,b] 上 的 
Riemann 积分 (简称 为 积分 ), 记 为 


b 
z= f r{t)dt= lim o, 
a d(T)—0 


即 
b n 
f z(tdt = Nm 2 EAs (6.4.4) 
定理 6.4.2 如果 抽象 函数 c(t) 在 [中 LES, M z(t) 在 


[a,b] 上 可 积 . 
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证 对 任意 <, 因为 z(t) 在 [a, 晶 上 连续 ， 由 引 理 6.4.1, z(t) 在 
[a, 站 上 一 致 连续 ， 从 而 存在 ó = ó(e) > 0 使 得 


Helt) — zil < Wy vet e [m dlt—t|<s (6.4.5) 
ETT 是 任意 两 个 分 法 ， 他 们 满足 
d(T) <á, dT) < ó. 
今 证 明 对 应 于 工 5 T 的 积分 和 与 o' 满足 
le -o'li < $. (6.4.6) 


ET5T 的 所 有 分 点 合并 起 来 得 到 的 分 法 记 为 T", 于 是 d(T”) < 
ó. 设 分 法 工 为 (6.4.1), 相应 的 积分 和 为 (6.4.2). T” 是 在 分 靶 工 的 
基础 上 加 入 T 的 分 点 而 成 ， 设 加 入 的 分 点 将 区 间 [tit] 再 分 成 
m,(m, > 1) 个 小 区 间 ， 其 分 点 为 


在 -1 = fio < tit < :* tim = bi 


于 是 ， 对 应 于 T” 的 积分 和 为 


e" 一 > Y ` z(&;)(to 一 t¿;—-1), Ẹij € lé: —A1, tiz]. (6.4.7) 


i=l j=l 
由 于 d(T") < ó, tH (6.4.2), (6.4.7) 及 (6.4.5) 得 出 
lle — a”! 
-sr (£) 一 z(6€;;)|( tij — tij- 1) 
i=l j=1 
<` s lelé) — algi) (t; — ti-i) 
i=] ;=1 
) < (t; tij- ) _ 31 
>> 4 人 B ) 了 5 一 工 
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同 法 可 证 
n € 
le -o"l < É. 
从 而 有 
lle -ol < lle -ol+llo" -oll< 7 
这 就 是 要 证 明 的 不 等 式 (6.4.6). ; 
HEM [a,b] fE n 等 分 , 令 At = ——, DAD ti = atiAt(i = 
0,1, n), 得 到 n 等 分 法 : 


区 让 区 


作 积分 和 . 
on = 9 Ü 2(ti)(t — ti-1). 
i=] 
对 等 两 种 分 法 TT 当 Ts) = E < á, d(T) = E < 
时 ， 由 (6.4.6) 有 
lon — omll < $- (6.4.8) 


Hl nm > ~ 一 o 时 有 (6.48). 这 就 说 明 (es) 是 已 中 的 
Cauchy 序列 ， 由 E 的 完备 性 知道 ， 存 在 z € E 使 得 
løn- z||— 0， Hn > oo. (6.4.9) 
今 证 对 任 一 分 法 T 及 相应 的 积分 和 o 有 


li — z|! = 0. 6.4.10 
hm lle = zl (6.4.10) 


d(T) < 8, d(T) = P= 8 


<ó, 


则 由 (6.4.6) 有 
lle — ezl] < 5. (6.4.11) 
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iH (6.4.9), 存在 no, 当 > no 时 有 
lon — zll < 2: (6.4.12) 


b-a 


ó 


i n > max ( 
有 


sno); 则 由 (6.4.11) 及 (6.4.12), 当 d(T) < 5 hf 


lle — zif < [le onl + lon — zll < €- 


这 就 证 明了 (6.4.10) 成 立 ， 即 x(t) Æ [a,b] ETH. 
引 理 6.4.3 ”如果 抽象 函数 z(t) : [a,b] — E E [a,b] HES, 


| f i z(t)dt 


证 对 任 一 分 法 了 及 对 应 的 积分 和 o, 如 (6.4.1) 及 (6.4.2) 所 
=, #f ; 


løj] = 


Wij 
< f leol. (6.4.13) 


(EA 
1 
此 式 右 端 为 普通 函数 ||z(t)|| 的 积分 和 ， 所 以 ， 对 上 式 当 d(T) = 
max; At; > 0 取 极限 就 得 出 (6.4.13). 
EX3 Bezet): jab] > E,t € [a,b]. WEFE y € E Ei 


n 


< lle&llAt. 
i=1 


lim 

h—0 
则 称 c(t) Æ EATI PE y 为 (t) 在 t 处 的 导数 ， 记 为 y= z'(t), 
即 


süt (6.4.14) 


"0 = Jn 
如 果 r(t) 在 [ab] FE EJE R (在 处 有 可 微 ， 在 二 处 左 可 
微 ), 则 称 z(t) 在 [a,b] ET. FR z (t): [a,b] + E EA 
B A t. 
引 理 6.4.4 WẸ z(t): [a,b] > E # t aA, M z(t) Æt 
处 连续 . 
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证 如 果 z(t) 在 tt 处 可 微 ， 则 
llz(# + h) — z(t)|| 


= h: | + 请 一 由- ze] + hg 


h + -0 _ — +r alle H0, 4 k0, 


即 z{( 在 上 处 连续 . 
定理 6.4.5 i$ xz(t):la,b] —+ E Æ [a,b] LEZ, 4 


yt) = f z(s)ds, t E€ |a,b|, (6.4.15) 
W y(t) Æ [a,b] LTA, HB 
y (t= z(t), vte fa, b]. (6.4.16) 
证 设 te [a, 引 . 对 任意 6 > 0, Helt 的 连续 性 知道 ， 存 在 
ó = (e) > Ü 使 得 
lels) — {j| <e H se [e,5),|8 — t| < š. (6.4.17) 
因此 ， 当 0< 六 < 时 ， 由 (6.4.13) 及 (6.4.17) 得 出 
(t + h) — y(t) 
| -| 


t+h 
k EO -eWl 


1 t+h 1 t+h 
<i lle) -elas=i/ esse 
h Ji hj 


当 —ó < h < 0 时， NI Sasi 
wa | 


= | f PO ~ z(a 
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1 t 1 t 
< SÍ. llz(s) — z(t)lids < J = 
这 样 一 来 ， 我 们 得 出 了 当 0 < |h| <ó 时， 有 


| -al < 


— z(t) 


此 式 说 明 


y(t+ h) —y(t) _ 
— y = z (t). 


/ _ 1 
y (t) = lim 


65 Banach 空间 中 的 常 微分 方程 初 值 问 题 


É E Æ Banach 空间 ， 算 子 f: E — E. 我 们 将 对 Banach Z 
间 E rH 09 W tk Jy y RE 48 i 8: 
de(t} 


TT a flal) z(@o)=u, u€E (6.5.1) 
建立 解 的 存在 唯一 性 定理 及 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ， 为 此 ， 我 们 
要 用 到 下 面 的 压 绾 映像 原理 . 


定理 6.5.1 it X E Banach 空间 ， 5 R X RAAR, S+ 
A: X 5 Xñ D LÆRE, B 


ArE Xx, YE， (6.5.2) 
且 存 在 正 数 8 < 1 使 得 
[Az — Ayll < 9||z - yll, Vr,y€ X, (6.5.3) 
旭 存 在 唯一 的 z € x 使 得 
Az = z. (6.5.4) 


满足 等 式 (6.5.4) 的 z 称 为 算 子 4 的 不 动 点 . 
证 任意 取 定 zo € X, PEREZ) 


Az, = za n=0,1,2,... (6.5.5) 
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由 条 件 (6.5.3) 得 
|lz2 — zili = || Azı — Azoll < 0||zi — zoll = Il Azo — zoll 
|lzs — zo1| = ||Axz — Azil| < Bllzz — z1|| = 82||Azo — zoll 


于 是 ， 对 任意 n>1,k>1 有 
|Z +k 一 Trl] 
< |En — Za+k- || + ||za+8—1i — Entr-all + -+ lint — Erl 
< (@n+k-1 + Onth-2 + ... + 0")|| Azo — zoll 


gn 一 bn g” 
= —lAzo — zo|! < r—zlázo 一 zol| — 0 当 n> oo. 


此 式 说 明 ，{fza} £ X dÉ Cauchy 序列 . 因此 ,存在 ze X 使 得 


z= lim £r. (6.5.6) 
n> oo 


根据 条 件 (6-5.2) 知道 ， 由 (6.5.5) 定义 的 序列 {2a} C X. 再 根据 
5 E X H6ÉJ PEA E, H (656) 定 出 的 极限 元 素 z € X. 
今 证 明 z 是 算 子 4 的 不 动 点 ， 由 条 件 (6.5.3) 得 出 
lz — z|| < l|Az — znl] + zn — zli 
= ||Az — 4zn-ill + [lën — zll 


< 0||z —z, ill + Ilen — z|| >0, H — eo. 


由 此 得 出 Az = z. 
再 证 明 算 子 4 的 不 动 点 是 维 一 的 . 设 有 两 个 元 素 5,y € X fE 
得 
Az=z, Ay=Y, 
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则 由 {6.5.3) 得 
llz — zl| = llAz — Ayl] < Wz — yll. 


因为 0<98<1, 由 上 式 得 出 x=y. 证 完 . 

现在 我 们 来 证 明 Banach 空间 中 常 微 分 方程 初 值 问题 (6.5.1) 
的 解 的 存在 唯一 性 及 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 定理 . 

定理 6.5.2 j E E Banach #0), MF f: E — E 满足 条 
件 ， 存 在 常数 M > 0, 使 得 


f(z S M, vzeE. (6.5.7) 


再 设 算 子 了 是 局 部 Lipschitz 连续 的 ， 苑 对 任意 元 素 u € E, 存在 
常数 R= R(u) > 0, K = K(u) > 0, 使 得 


HAE) — FD < Kl|z -ylh YV z,z € Brlu). (6.5.8) 


那么 
(i) 对 任意 满足 


R 1 


的 5, 常 微 分 方程 初 值 问题 (6.5.1) 在 [to — ó, to + ó) 上 有 唯一 的 解 
r(t), CWE 


le(t}- ull < R, YteE fto — s, to + ó]. (6.5.10) 


(ü) 常 微分 方程 切 值 问题 (6.5.1) Æ (00, +00) 中 有 唯一 的 解 
z(t) = z(t,to, u). 24 to = 0 FF i z(t,0,u) = z(t,u). 

Gii) 对 任意 e > 如 (或 e < to), 初 值 问题 (6.5.1) 的 解 z(t, tou) 
关于 te [tc( 或 ze [ec,to]) 是 初 值 u 的 一 致 连续 计数 ， 即 对 任意 
e€ > 0, FE r = r(e) = r(e,to,c,u) 使 得 当 ve E, |v- ull < r 时 ， 
有 

[Elt tov) — z(t,to,u)|| < e, Yt E fto, c(t € fe,to]). (6.5.11) 
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证 ”由 定理 6.4.5 知道 ， 初 值 问题 (6.5.1) 等 价 于 Banach 空间 
中 的 积分 方程 , 
z(t) = w + f Fefs))ds. (6.5.12) 


LA X = C([to — ó, to + ô], E) 表示 [如 一 人 如 十 人 上 一 切 连 续 抽象 函 
数 c(t) 所 成 的 Banach 空间 ， 其 中 范 数 定义 为 


| 人 |x = el, ts] etall. 
(ü) 对 weE, 以 
2 = X p(u) = {z(t) € X} |lz(t) — ullx < R) 
表示 X PUat, EL R 32364ae 69 nak. 再 以 等 式 
Az(t) = u + f flw(s))ds (6.5.13) 


定义 一 个 X > X 的 算 子 . 今 证 明 4 É 史上 的 压缩 算 子 . 当 
z(t) € D 时， 由 引 理 6.4.3 及 条 件 (6.5.7) 有 


laz% -ul =| Í f(z(ə))ds 


Yt € [to — ó, to + 9]. 


由 此 式 及 (6.5.9) 得 出 
A(t) — ul|x < Mó < R, (6.5.14) 


即 Az(t) € X. 这 说 明 算 子 4 满足 条 件 (6.5.2). 
又 当 m(t),y(t) € X tf, RESA 6.4.3 及 条 件 (6.5.8), 由 
(6.5.13) 得 出 : 对 任意 te lto — fto +8] & 


|lAz(t) — Ay(t =| / ge)- Je)jial 


< K maxsefto—å,ta +å] le(s) — u(s)|llt — tol 


< Kélz(t) ~ u(t)||x. 
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于 是 得 出 
llAz(t) — Ay(t)||x < lleGb -wx (6.5.15) 


由 条 件 (6.5.9) 有 0 < Kó <1. 因此 ， 不等式 (6.5.15) 说 明 条 件 
(6.5.3) 也 是 满足 的 ， 由 定理 6.5.1 知道 ， 算 子 A 有 唯一 的 不 动 点 
z(t) € 2 使 得 

Az(t) = x(t). (6.5.16) 


出 此 式 及 (6.5.13) 得 出 (6.5.12), PB x(t) 是 积分 方程 (6.5.12) 在 
E 中 的 唯一 解 ， 从 而 也 基 常 微分 方程 初 值 问题 (6.5.1) 满足 条 件 
(6.5.10) 的 唯一 解 . 

Gi) 先 证 初 值 问题 (6.5.1) 的 解 x(t) 的 最 大 存在 区 间 必 为 开 区 
El (a,b), 一 00 < a < to < b < +o. AEREA r(t) 的 向 右 最 
大 存在 区 间 必 为 半 开 区 间 [to , b), to < b < 十 co，( 同 样 可 证 解 x(t) 
的 何不 最 大 存在 区 间 必 为 半 开 区 间 (a,to], 一 00 < a < to). 用 反 证 
法 ， 设 问题 (6.5.1) 的 解 z(t) 向 右 的 最 大 存在 区 间 为 玩 区 间 [to b], 
to < b < +oo. i z, = z(b). 则 由 人 知道， 对 满足 条 件 (6.5.8) 的 
R, = R(z,), Ko = K(zs), 当 正 数 ó, < min( 2, z) 时 ， 初 值 问 题 


jai). (b) = > 


# [b deb + ó| LAR e (t). 这 样 一 来 ， 抽 象 浙 数 


z(t}, tE lto, bl, 
z(t) = | 
mb (t), t € [b,b + ĉe] 


2 Wii BJ i (6.5.1) 在 fto,5 十 56] 上 的 解 ， 这 与 [to, 是 问题 (6.5.1) 
的 解 的 向 右 最 大 存在 区 间 季 盾 ，. 

今 证 明 问题 (6.5.1) 的 解 的 最 大 存在 区 间 为 (00, 十 o0). 上 面 
已 经 证 明 解 z(t) 的 最 大 存在 区 闻 为 开 区 间 (a,b), —co < a < to < 
b < +œ. WIE a = 一 00, 了 = +o. HE, Wb < +o, 我 们 
将 得 出 矛盾 的 结果 (如果 a = 一 ce, 同样 得 出 矛盾 的 结果 ). 任 取 
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to < hj < ta < b, 由 于 微分 方程 初 值 问题 (6.5.1) 的 解 z(t) 也 是 积 
分 方程 (6.5.12) 的 解 ， 由 引 理 6.4.3 及 (6.5.7) 得 出 


letta) = t = | Í ” flea Í À f(z(s)dz 


t> 
= | f? falsas 


< Mta — ti) — 0, 34 tit — b — 0. 
H E 的 完备 性 知道 ， 存 在 z, e E 使 得 


li t) = Zb. 
im 2 (8) To 


& sib) = zb, 则 解 z(#) 的 向 右 最 大 在 在 人 区间 包含 闭 区 间 [tob]. 这 
与 假 没 解 z(t) 的 向 右 最 大 存在 区 间 为 半 开 区 间 [to b) 相 矛 盾 ， 
再 证 明 初 值 问题 (6.5.1) 在 (—oo, +co) 中 的 解 z(t) 是 唯一 的 . 

设 zi 的 ,22 的 是 问题 (6.5.1) 的 两 个 解 ， 我们 先 来 证 明 

Tilt) = xaft), VEE [如 ,十 oo)， (6.5.17) 
由 (i), 对 满足 (6.5.9) 的 一 个 正 数 5, 问题 (6.5.1) 在 [to,to 十 引 中 的 
解 是 唯一 的 ， 即 

z (E) = zə(t), Vt € [to,ta + Š]. (6.5.18) 
如 果 (6.5.17) 不 成 立 ， 则 由 (6.5.18) m, FEFA b> ta +, 使 
得 


| zi(t) = mlt), Vt € lto, b], (6.5.19) 
且 对 任意 小 的 正 数 < 
z(t) = £2(t), vie [to,b +€] (6.5.20) 


不 成 立 . 令 zi(b) = z2(b) = z, 由 G) 知道 ， 对 满足 (6.5.8) 的 
Ry = R(z+}, K = K(z;), 当 正 数 名 < min(#, Ka) 时 ， 初 值 问题 
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在 [b,b + ó,| KAEKA 因此 

xilt) = zalt), te [b,b + ó|, (6.5.21) 
合并 (6.5.19) É (6.5.21) 得 出 

gilt) = xaft}, Vt € [to,b + õa]. 


此 式 与 (6.5.20) 对 任意 小 的 正 数 <e PRAMA. 这 就 证 明了 
(6.5.17). 同样 可 证 


Ti1(t) = zalt), Vt € (—oo,to). 


(üi) 对 任意 t € (—oo,+oo), 记 z* = z(t*,to,4)， 由 (ü), 在 
(—co,+oo) 上 存在 e(t, t,x"), B fH z(t*,t*,z*) = z* 及 解 的 叭 一 
性 知道 


w(t t, c") = m(t,ta,u), Yt € (—00, +00). (6.5.22) 


由 了 的 局 部 Lipshitz 连续 性 知道 ; 存在 R* = R(z*) = R(t", to u) > 
0, K* = K(z*) = K(t*,ta,u) > 0 使 得 


II/(z) — FD < Kle -ylh Yr,ye Bra(2*). (6.5.23) 
& r< = R", H (i) 得 出 : 当 
0 < 46" < min (> =) (6.5.24) 
时 ， r(t, t*,r*) 满足 
e(t, ts) z*|| < r*, viel —48*,t* + 46*]. (6.5.25) 


现在 证 明 ; 对 任意 7 € k-s, t+] = I" 及 相应 的 z; = z(r,to,u) 
有 . 
B jlo- arll < r*, WJ lelt, r, v) -eft towl] < 2||e—z-]|, Yt € T. 


(6.5.26) 
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设 ||v-zzj| < r*. 由 (6.5.22) 知道 z, = (T, tou) = z(r,t*,z"). 
BH r € I° 及 (6.5.25) 得 出 zx; — z*|| < r*. Ai, 34 z € Bel) 
时 ， 有 


lz — z*|| < lle — vl] + llo — z+ || + ile- — 2* | 


Crit (6.5.27) 
BM z € Br- (2*). 于 是 由 (6.5.23) 得 出 
1 一 FS 一 诈 ， z, € B,. (e). (6.5.28) 


因此 ， 由 (ü), 对 满足 (6.5.24) 的 45+, 在 [r — 46", r + 46*] 上 存在 唯 
一 的 z(t,7,v) 满足 


z(t, Tr,v} -vl Sr Vte[r— 46“, + + 46°]. 
HF I =[r— ór + ó*] c [r 一 46*,T ai], ALRI 
liz(t ro) — vl sr", vte, (6.5.29) 
BB z(t,7,b) € Br:(v). 再 由 (6.5.27) 得 出 
z{t,7, v) € Br (2*). (6.5.30) 


由 于 z(r, T, Tr) = Xr = z2(r, t“ ,z*), 由 (ü) 中 常 微分 方程 初 值 问题 
解 的 唯一 性 知道 


zn £r) = (t,t, 2s), VEE (—oo,+oo), (6.5.31) 
由 此 式 及 (6.5.25) 得 出 
at, T, æ) —z*|| < r* < R°, Yter. (6.5.32) 
由 (6.5.30) 及 (6.5.32), 利用 条 件 (6.5.23) 得 出 


Ifat 7 20) f(z, Tn er) < Klett, 7,v) z(t Tr zr) Yter. 
{6.5.33) 
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因为 ， 
r(t, Tr,v) = o +f flz(s,7T,v))ds, Vit € I*, 
w(t, T, Zr) = £r +f f(z(s,r,z-))ds, Vt e I*, 


利用 (6.5.33) 得 出 
|lz(t, T, v) 一 zt{t, T, zr )il 
< |lu — z+ || + ff(r(s,7,v)) — Fiels, r, z+))||ds 


(6.5.34) 
< |v- z+ || + K* f: llz(s,z,o) — z(s,r,z,)||ds 


=u(t), vtel[r,t + 6°]. 
于 是 ， 由 上 式 得 
w(t) = K'Ile(t, T0) — z(t,z,z-)|| < Krwlt), Yee [r,t + 89]. 
由 此 知 
É eK E= eK E) Kolt, Vee ft +]. 
此 式 两 端 从 到 上 积分 得 出 

eE tut) eE Toar) <0, Welr,t + ë]. 

利用 (6.5.34), 上 式 可 改写 成 

wlt) < e (tT)w(r) = er (tn lh Vz € [r,t + 6°]. 
由 此 式 及 (6.5.34) 得 出 

[ltt r v) — s(t, r gr) < er nv sll, Vee [r,t* + ë*]. 
同 理 可 证 


lleit r v) — elt, r, z+)|| < ef (r-t) ly ~2zr||， YEE [tt — 8*, r]. 
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于 是 有 
lelt, r v) — zt r, z+)|| < eÉ"? |o zll, veer. 


由 此 式 并 利用 (6.5.31), (6.5.22) 及 (6.5.24) 得 出 (6.5.26)， 
综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 如 下 的 命题 : 
命题 (P) 对 任意 t* € (—oco, +oo), 存在 r* > 0, t > 0, 使 得 
对 任意 re I° = [tt — a*t + 6*] 及 相应 的 zr = z(r,to,u), 如 果 
j 一 zz|| < r*, WE I* 上 存在 z(t,7,v) 满足 


eit, r v) — e(t to wl] < Zile — zrli, Yter". 


对 任意 c > to, 由 于 开 区 间 集 G = {I'= (t* — št," + á"yj" € 
toc} 构成 闭 区 间 [to, c] 的 一 个 开 覆盖 . 由 有 限 覆 盖 定 理 ， 存 在 
tod MERAMA (b= (tk — ôk te + šo)|Ë = 1,2,- ,m) C G. 
在 命题 (P) 中 将 r 视 为 t 时 ， 把 te 对 应 的 rm 记 为 rk(k = 
于 2 m). 不 妨 设 to el= (tı 一 Ót +s), Ir- 1 HEMA 
tk--1 +8- 1 €L (k = 2,3,- em), cE L, = (tm 一 m, tm + ó;,). 只 
需 证 明 对 任意 e > 0 及 满足 条 件 


0 < 277 < Imninferlyy2 , Ta) (6.5.35) 
ñ r, 34 [lv -ull < r Et, 对 上 = 1,2,… ,m HA 
J|z(t,to,6)—z(t,to,u)|| < 2Fr, Vt € T, = [tu—őr ta +ó], (6.5.36) 


JBJ (ui) 中 的 结论 (6.5.11) 成 立 . 

因为 {Ik= (tk — ók, Ék + ók)|k = 1,2,… ,m) 覆盖 [toc], 由 
(6.5.36) 及 (6.5.35) 得 出 (6.5.11). 由 命题 (P), 对 T=to € n, KH 
应 的 gr = z(to,u) = u, *4 |v- z+|| = || — ulert, ÆA EF 
在 r(t, r, v) = xit, tov) 使 得 


rlt to v} — m(t,to,u)|| < 2l|u — ull < 2r, YER, 
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这 就 说 明 {6.5.36) Z} k = 1 Wiz. it (6.5.36) Xf k — i(k > 2) 成 
立 ， 即 当 |o — “|| < 时 有 


|lz(t,to,u) — z(t,to,u)|| < 2*-1r, 
(6.5.37) 
vt € I i= (tp 1 — bk tp + ók—1]. 


Xİ T = tei tår 及 相应 的 z(r,to,u) = £r, 2(7T,to,v) = £o, H 
TEn Æ (6.5.3 有 


ley — z,|| < 2*7tr. (6.5.38) 


LH T= ti-i + ók- € Ip, 根据 命题 (P), 当 |e — z+|| < rk 时 ， 
在 I 上 存在 z(t,r,z,) 满足 


[e(t T, £o) — z(t,to,u)|| < 2||z, — zrli Vt E k. 
以 (6.5.38) 代入 上 式 右 端 得 
[E(t 7, £u) — z(t,to,u)|| < 2°, VEE Tr. (6.5.39) 
由 于 z(m T, v) = zy = z(r,to, z), 由 解 的 唯一 性 得 
r(t, T, v) = r(t, tov), Yt € (—o0, +00). 


以 此 式 代 入 (6.5.39) Æ (6.5.36). 
对 c < to 的 情形 可 以 类 似 证 明 . 
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第 七 章 ”临界 点 理论 中 的 极 大 极 小 原理 
及 其 在 拟 线性 椭圆 方程 中 的 应 用 


在 第 六 章 已 经 知道 ， 微 分 方程 边 值 问题 的 弱 解 就 是 相应 泛 正 
的 临界 点 ; 在 线性 方程 情形 其 弱 解 使 相应 泛 隐 取 极 小 值 ， 在 非 线 
性 方程 情形 ， 其 相应 泛 明 可 能 既 没 有 上 界 也 没有 下 界 、 为 了 研究 
非 线性 方程 边 值 问题 解 的 存在 ， 本 章 介 绍 临 异 点 存在 的 极 小 极 大 
原理 . 极 小 极 大 原理 不 仅 给 出 泛 函 的 临界 点 , 而 且 对 相应 的 临界 值 
作 了 估计 ， 从 而 成 为 研究 非 线形 微分 方程 边 值 问 题 的 重要 技巧 . 


71 伪 梯 度 向 量 场 
iË E Ë Banach 空间 ， 泛 函 I € C(E,B). 以 
K = {u € E|T'(u) = 0) 
ENZA I BUL C E. PA 
K, = {u € K|l(u) = c) = {u € Ell’ (u) = 0,1(u) = c) 
. RRA I BAHAA e 的 临界 点 集 ， 并 称 
L. = {u € Ellu) < c) 


AIZA I KKF. 

EFEZ R Í L AE E BJ yk R 5 Stok 3 T 随 c 变化 时 的 
拓扑 结构 的 变化 . 因为 在 一 定 条 件 下 ， 如 此 c 从 cl 连续 增 大 到 
cfcel < c2) 没有 经 过 了 的 临界 秆 ， 的 拓扑 结构 不 发 生变 化 ， 即 
Ioa 可 以 通过 拓扑 变换 (形变 收缩 ) 成 为 [6,; 如 果 c 从 c, 增 大 到 co 
有 跨 过 了 的 临界 值 ，L, 与 L, 会 有 不 同 的 拓扑 结构 ， 这 就 是 下 一 节 
要 介绍 的 形变 定理 ， 由 形变 定理 不 难得 出 临界 点 存在 的 极 小 极 大 
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原理 . 为 了 建立 形变 定理 ， 我 们 先 介 绍 Palais 引进 的 伪 梯 度 向 量 
场 . 

定义 W IeC(E,R). 

( 如果 u,v € E 满足 条 件 

1° [fejl < 2||T'(z)||l; 

2° (Fuhe) > P, ho) ERZA (u) # u 处 的 

值 . 

则 称 v E: I fE w 处 的 伪 梯 度 向 量 ; 

(ü) WW N C BEB, 如果 对 所 有 w€E N,v 是 I 在 ww 处 的 伪 梯 度 向 
E, MU o 是 了 在 N 上 的 伪 梯 度 向 量 . 

(iü) WE S c E, ë 8 C(S, E), BxHEE u € S, (u) 是 I 在 
u 处 的 伪 梯 度 向 量 ， 则 称 更 为 了 在 3 上 土 的 伪 梯 麻 向 量 场 . 

为 了 建立 伪 梯 度 向 量 场 的 存在 定理 ， 需 要 用 到 下 面 的 引 理 . 

引 理 7.1.1 j E Æ Banach 空间 ，5 c E, WHER uc E, i 


plu) = dist(u, S) = inf [v — ul| (7.1.1) 


A u 到 5 的 距离 ， 则 pe CHE, R) 且 有 
leu) — pw) < lu — vil, vuv € E. (7.1.2) 
证 Xu € E, H(7.1.1) aË, HEA e > 0, ## u € S i 
得 
|w — ull < p(u) + €. 
于 是 ， 对 ve E, 由 (7.1.1) 及 上 式 有 
pw) < [lw — vll < lla — ull + l| — vl] 
< plu) + € + ||u — vt], 


即 


plv) — plu) < llu — vil +€. 
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因为 < 为 任意 正 数 ， 由 上 式 得 出 

plv) — plu) < llu — vll. 
同 理 可 证 

plu) — plv) < |lu — oll. 


合并 最 后 两 个 不 等 式 得 出 (7.1.2). 

定理 7.1.2 it I€ CH 局) Ë = E\K. 如 果 I Zconst, HI 
存在 1 在 请 上 的 局 部 Lipschitz 连续 的 伪 梯 度 向 草场 2: É — E. 
如 果 了 为 偶 泛 郴 ， 则 可 选取 ó 为 奇 算 子 . 

证 对 任意 we Ë, HFI (u) Z 0, 因此 


Zr < Pol= sup Plu) 013) 
v€ E,lle||=1 


从 而 存在 ve E, ijol = 1, 使 得 


((a),e) > S |P Il, (7.1.4) 
FE, v= {ro 满足 
loll = ŠZ CII < at (7.1.5) 


(F(u), w) > HP CoP, (7.1.6) 


即 刀 为 了 在 + 处 的 伪 梯 度 向 量 . 因为 TeE CHE, R), BI T' # u k 
连续 ， 由 (7.1.5) 及 (7.1.6) 知道 ， 存 在 u 的 开 邻 域 N. 使 得 


lwl < 2|(o0)||, Vo € Nus (7.1.7) 


Whw) > TP, Ve € Nu, (7.1.8) 


即 w 是 了 在 Ns。 上 的 伪 梯 度 向 量 . 所 有 这 样 的 邻 域 (N.V. F 成 
为 请 的 一 个 开 覆 盖 ， 因 为 É 是 仿 紧 空间 ( 见 附录 4), 因而 存在 E 
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的 局 部 有 限 加 细 开 覆盖 (N. le < A}, A 是 一 个 指标 集 . 考虑 距 
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pa (z) = dist(z, EN N.,.),a € A. (7.1.9) 
显然 有 
pa(z) > 0, Yz E€ Nuas 
palT}=0, Yr € ENN... (7.1.10) 
Ha 7.1.1 WË, pale) € COE, R), B # 
lpa (z) — Palu) < ||z -yll Yr,y € E. (7.1.11) 
令 
ple) = Y palz), Vz € B. (7.1.12) 
s€ A 


对 任意 u € Ë, 由 于 (Nula € A) É Ë 的 局 部 有 限 覆 盖 ， 因 而 
存在 R, > 0, 使 得 Br (u) 只 与 有 限 个 Nu, 相交 ， 设 Br,(w) 只 
与 Nua) N. Trg Nam 相交 . 这 里 m = m( Ra) = m(u). 因此 ， 由 
(7.1.12) 及 (7.1.10) 得 出 


p(z) = Y  pa(z) = >》 pa(z)> 0，wWr e Ba,(u). (7.1.13) 
x€A w=1 


由 此 式 及 (7.1.11) 又 有 


le(z) — plu)l < > ` lpa(z) — paly) 


(7.1.14) 
< mje — yl, Yz, y € Ba,(u), 
即 p(z) Æ Ë LEAR Lipschitz £f. 再 令 
Va = e, Vz € Ë. (7.1.15) 
由 (7.1.10) 及 (7.1.11) 得 出 
velz) =0, Yr € ENN,., (7.1.16) 
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0<w<l Yu va (z)=1, WVze Ë. (7.1.17) 
ac : 


现在 证 明 vals) 在 名 上 也 满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 由 (7.1.13) 有 
plu} = 5 falu) > 0. 
a=l1 


对 于 正 数 
R = R(u) = min (x. a) | (7.1.18) 
由 于 
Bprlu) C Bpr (u) (7.1.19) 
及 (7114) 有 


plu) — p(z) < lale) — p(u)| < mlle — ull 
<mR< (u), Vz € Briu). 


由 此 得 i 

plz) > zP) Vz € Br(u). (7.1.20) 
H (7.1.15), (7.1.20), (7.1.11), (7.1.7) 及 (7.1.14) 得 出 : 对 任意 x,y € 
Bn(u) 有 


lalz) -ve = | _ | 


plz) ply) 


palz) — pal) — FC lota) — P| 


-l 
p(z) (7.1.21) 
< gll) — pa(t)| + vallee) — e)l} 


2 
< —— {iz — v|| + m|| — = Kllz — yll, 
pao tl yll + ||; — yll} = Kllz — yll 


其 中 天 = Kli = 2 Tl) ERUN p (z) 在 声 上 满足 局 部 


风色 
Lipschitz 条 忻 . 
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记 泛 函 了 在 Nu。 上 的 伪 梯 度 向 量 为 wa € E, 并 令 
@(z)= J valjus, Vz € Ë. (7.1.22) 
x€ 
SiE @ E Ë EIERE Lipschitz 条 件 . Wu € Ë, 由 于 Ba, R 
与 we Num 相交 ， 由 {7.1.22), {7.1.16) 知道 
(z) = x tua (z), Vz € Br. (u). (7.1.23) 


a=1 


由 此 式 及 (7.1.21) 得 出 


lE) -tll < Y ` |, (z) — va (g) Irall 


人 一 


< Kllz -yll 3 hwoll, Ve,y € Ba, (u). 


e=1 
记 K, = K X° lhwall = Ki(u), 则 上 式 可 写成 
Eie) 一 BH < Kille — yll, Yr,y € Br, (u). (7.1.24) 

此 式 说 明理 在 已 上 是 局 部 Lipshitz 连续 的 . 

再 验证 更 是 了 在 关上 的 伪 梯 度 向 量 场 ,由 于 eo, 是 了 在 wu。 
上 的 伪 梯 度 向 量 ， 即 wa 满足 

walt < 引用， Vz € Nuas 
(T(z), wa) > IPE, Ye € N... 

因此 ， 由 (7.1.22) 及 (7.1.17) 得 出 


ll < 3 vals)llwall < 2 3 vela EN = 2AE), 


af x€A 


| (7.1.25) 

('(z),#(z)) = J. valai (a) wa) > 3 vala EN? = (z)|. 
aE =E A 

(7.1.26) 
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这 两 个 不 等 式 说 明 更 是 了 在 名 上 的 伪 梯 度 向 量 场 . 
如 果 了 工 为 偶 泛 画 ， 令 


人 (z) = ië) —(—z)|, ze Ë. (7.1.27) 
MEA ó: É — E E — 5 ff. 今 证 明 钊 仍 是 局 部 Lipschitz 
连续 的 伪 梯 度 向 量 场 .对 任意 u e€ E, H I 3482 8 3niÉ -uce E. 


因为 更 是 局 部 Lipschitz 连续 的 ， 存 在 Ri = Ri(w) > 0, R, = 
R2(— u) >0 É K = Kilu) > 0, K, = K;(—u) > 0 使 得 


ll#(z) ~ BN < Kille -yll Yzy € Bn, (u). (7.1.28) 
E) — @(z)|| < Kalle- yll, Ve,y € Bri(—u). (7.1.29) 
今 R = R(u) = min( Ri, Rz), K = K(u) = max( Kı, Ka). B| 4 


zy € Briu) PF, (~z), (—y) € Ba(—u). H (7.1.27)~(7.1.29) 得 


H 
llŠ(z) — BC 


l 
< all®(z) 一 @(u)|| + la-a) - @(—)|| 
< 5Kalle -yll + SEoliz — vll 
< 3Kllz — vll, Yr, y€ Briu), 
即 鱼 是 局 部 Lipschitz 连续 的 . 对 了 的 Fréchet 导数 F (u), 由 (6-1.3) 
有 
I(u + $) = F(u) + (F(u), + ollel), Yupe E. (7.1.30) 

因而 又 有 

I(—u—$) = 1(—u) + '(—u), —ó) + oligi} Yu, € E. (7.1.31) 
HFI ERZAK, TE 


Iu +) = I(u)=1(-u), Yu, ġ € E. 
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由 此 ， 比 较 (7.1.30) 及 (7.1.31) 得 出 
(T'(u), $) = (I'(—w), —%) 一 (一 到 一切)， ó), Vu,@ € E. 


从 而 有 
Po = -P(—uy, Yup € E. 


利用 最 后 这 两 个 等 式 ， 由 (7.27), (7.1.25) 及 (7.1.26) 得 出 
(ol < FIE + Fie 
< IIFA + P) (7.1.32) 
< ECA + III = 2 
(0,80) = Zu) Bo) — FU, -8u 
= ORO) + (Cu), —B(—u) (7.1.33) 
> SNOOP + ZIEDI = 212. 
这 就 证 明了 钊 是 了 在 所 上 的 伪 梯 度 向 量 场 . 
7.2 形变 定理 


以 后 均 用 E 表示 { 实 )Banach 空间 . 
定义 1 WIeCl(E,B), c€ R. 如 果 序列 {wx} C E W E £ 
件 
Tug) >e, 当 一 eo, (7.2.1) 


Pu) 二 0， 在 B* 中 k> eo, (7.2.2) 
则 称 (ux) 为 工 关 于 c 的 临界 序列 . 
定义 2 设 TECB,BR). 如 果 满 足 条 件 


{I(ux)} 有 界 ， (7.2.3) 
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Fu) 0, Æ Ep 当 k — eo (7.2.4) 
的 每 一 序列 {urur € E,k = 1,2,…) 在 BE 中 都 是 列 紧 集 ， 则 称 
EER I Wi. Palais-Smale 条 件 (简称 P-S 条 件 )， 

引 理 7.2.1 JI e Cli(E,R). 如 果 了 满足 P-S 条 件 ， 且 了 关 
于 ec 有 临界 序列 ， 则 c 为 了 的 临界 值 . 

证 如 果 了 关于 c 有 临界 序列 ， 即 存在 满足 条 件 (7.2.1) 及 
(7.2.2) 的 序列 {ur} WR, EFI (ak) 也 满足 条 件 (723) 及 
(7.2.4). 再 由 了 满足 P-S 条 件 知道 ， {wk} E E PENRE. AT 
存在 收 敏 的 子 序列 {uk} C {uh W 

uk, = u. (7.2.5) 
由 于 (uk) 的 子 序列 也 满足 条 件 (7.2.1) 及 (7.2.2), HII 


Iur) >e, Hj — eo, 


(7.2.6) 
T'uk) 一 0， 在 B* 中 当 7 一 oo. 
因为 了 E CiE,R), H IK F 的 连续 性 及 (7.2.5) 得 出 
Kauk) —+ IT(u), j> oo, 
(7.2.7) 


Puk) > Tlu), EEP 当 j eo. 
比较 (7.2.6) 及 (7.2.7) 得 出 
I(w)=e, (a) =0. 
此 两 式 表明 c 是 了 的 临界 值 . 


引 理 7.2.2 设 织 是 豆 " 中 的 有 界 区 域 . 函数 fizu) f Q x R 
上 满足 Carathéodory 条 件 ， 且 有 


|f(z,u)| < a(z) + blu, V(z,u) € Q x R, (7.2.8) 
其 中 ale) € LE (9), b 为 正 整数 ， 常数" 满足 
nt 当 m > 2， 

0<r< 4 n—2 {7.2.9) 
+00, 当 n < 2. 
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F(z,u) = f f(z,t)dt, 
Iu) = z f |Du|*dz 一 Í F(z,u)dz. (7.2.10) 
如 果 序 列 {un} 是 E — W” (0) 中 的 有 界 序列 ， 且 满足 条 件 
I(ux) 二 0， 在 BE" 中 24k — oo, (7.2.11) 


则 {u} 为 五 中 的 列 紧 集 . 
证 如 果 {u} E E = Wi R 中 的 有 界 序列 ， 设 


erll < M( 常 数 )， = 1,2,…: (7.2.12) 
由 定理 6.3.2 Wi: H E ERZA 
Ju) =f F(z, u)dz, (7.2.13) 
Q 
J': E — E* 是 连续 紧 算 子 ， 其 中 
(J'(u), ó) = f f(z,u)de, vb € E. (7.2.14) 
Q 


因此 ， 对 E 中 的 有 界 序列 {ur} 存在 它 的 子 序列 {ur} C {u} 及 
u € E, 使 得 


Js 全 (在 本 中 (4 j> oo). (7.2.15) 
由 (7.2.10) 及 (7.2.13) 有 


I(u) = > 上 Du’ dz — J(u), Vw € E. 


从 而 得 出 


(7'(w),$) = f Du- Dọdz — (J'u) 9), Yọ e E. 
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由 此 推出 ， 对 任意 é € E 有 
(P'luk ) — T'(ux,), e) 


= f (Dur: — Dux,) ` Doda — (J'(ua,) — Jlun) oh Vé e E. 
此 式 中 取 é = uk, — uk, , 得 出 
(Plus) — T (uk; ) uk, — Uk) 
= f ipta, = Dun, Pde ~ (I Cun) — P'(0)yus = w). 
由 此 式 及 (7.2.12), (7.2.11), (7.2.15) 得 出 
[us = wll = A 
全 


< (E Ctr H + [E Cts ltte, — trs l 
ECIS (ur) — J (ur dlite 一 ae 
M(E (tell + ME Ci il + (l Gg) — Cur) 


A 


A 


= 0, 23 i>, j>. 


这 就 证 明了 {wx,} 是 E HUKEA, MAEI (ux) È E df 
列 紧 集 . 

注 1 对 满足 引 理 722 的 条 件 的 E =W?) ERZA TI, 
ME R RF (72.3) 及 (7.2.4) = (7.2.11) 的 每 一 序列 [ux Huk € 
E,k=1,2,...) 都 是 E hi) NE. MZA T WE P-S 条 件 . 

SHE 7.2.3 设 了 e Cl(E,R),ce R. 如 果 了 关于 c 没有 临界 
序列 ， 则 存在 56>0 及 < > 0 使 得 


Ea] 2b, Yr E L AI. (7.2.16) 


证 用 反 证 法 . 假设 使 (7.2.16) RRN b, 不 存在 ， 则 对 任意 
正 整数 k. 3 b = € = k HF, (7.2.16) 不 成 立 ， 即 必 存 在 


zk € L M, 1 (7.2.17) 


e—+£' 


. 238 . 


使 得 I 
(ze) < g (7.2.18) 


由 (7.2.17) 有 
c- L < (a) < c + 1. (7.2.19) 


k 
由 (7.2.19) 及 (7.2.18) 得 出 
I(x) >e, Hk, 
T(z) 一 0 Æ Eth 24 k — oo. 


此 两 式 说 明 (z.) ÆI XT c 的 临界 序列 ,与 定理 假设 工 关于 c 没 
有 临界 序列 相 了 矛盾 . 
引 理 7.2.4 & S cC E,z c E. Ú 


p(z) = dist(x, 8) = inf ||y — z| (7.2.20) 
yES 
表示 z 到 S 的 距离 ， 如 果 pl(z2) = 0, HJ z < Š. 
证 由 定义 (7.2.20), 对 任意 正 整数 n, 存在 y, € S, 使 得 
pla) < llyn — sl < p(z) + z. 
如 果 p(z) = 0, W F 303831 
1 
0 < |lys — || < 元 


由 此 知 
paz, fE E B (24 n> oo). 


而 序列 {un} C S, 故 由 上 式 知 >E S. 

引 理 7.2.5 设 Ie Cl(E,B),c € R. 如 果 了 关于 c 没有 临界 
序列 ， 则 存在 eo > 0, 使 得 对 于 满足 0 << < < eo 的 任意 < É ë, 
存在 局 部 Lipachitz 连续 的 算 子 Y = pee: E > E, HA 


leial, Vz e E. (7.2.21) 
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如 果 IT RIBE 0, My 为 奇 算 子 . 


证 令 . 
J, = (z € Ec — € < 1(z) < c + 6). (7.2.22) 
先 证 明 对 了 的 临界 点 集 K 存在 eo > 0, 使 得 
关门 = e. (7.2.23) 
用 反 证 法 ， 设 


KALZ, Ve > 0. 
因此 ， 对 任意 正 整数 m 有 
KÒ #9%, 
即 存在 zm E€ KK 人 门 J4. 因此 
T(zm) =0, e— 二 < I(z,) a 
由 此 得 出 
T(zsm)=0, Ym, I(z,)— €, 当 m -+ oo, 


BB {zm} 是 工 关 于 上 的 临界 序列 ， 与 假设 了 工 关于 c 没有 临界 序列 
HFE. 
对 任意 满足 0 < e < £ < eo BJ e Æ E, H (7.2.22) 及 (7.2.23) 知 


道 
Je C Jz C Jaos N 
K[1J = 2. {7.2.24) 
因此 ， 集 合 
A=E\J, B= J (7.2.25) 
满足 
ANB = e. (7.2.26) 
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由 引 理 7.2.4 及 (72.26), 用 反 证 法 易 得 


d(z) = dist(z, A) + dist(z, B) > 0, Vz € E. (7.2.27) 
因此 ， 函 数 
g(z) = gz(z) = EN, Vz € E (7.2.28) 
有 意义 ， 且 满足 f 
O<g(z)<1, Vrze E, (7.2.29) 
g(z) = { N “Eh (7.2.30) 


现在 来 证 明王 数 g: E 一 R 是 局 部 Lipschitz 连续 的 . 对 任意 
m,y € E, 由 (7.2.30) 及 引 理 7.1.1 得 出 


ld(z) — d(g)| 
< |dist(z, A) — dist{y, A)| + |dist(z, B) — dist(y, B)| (7.2.31) 
< 2l|z — yll- 
对 任意 ue E, 取 R = R(u) = +d(u), 由 上 式 得 
d(u) — d(z) < |d(z) — d{u)| 


1 
< 2||z — u|| < 2, = z4) Vr € Br, lu), 


由 此 得 知 A 
d{z) > z4) Vz € Bpr (u). (7.2.32) 
由 (7.2.28) 及 (7.2.27), 对 任意 z, € E A 


g(z) — giy) = ua — gly) 


_ dist(z, A) — dist{y, A) d(z) — d{y) 
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根据 引 理 7.1.1 及 (7.2.29), (7.2.31), (7.2.32), 由 上 式 得 出 


oe) -el < EHE < Ê llel Yzy € Br, (u). 
(7.2.33) 
这 就 证 明了 g: E — REAY Lipschitz 连续 的 . 
再 令 ' 
1， 当 0<t<1， 
(t= + 1 (7.2.34) 
T’ x t > 1, 
则 有 
KE -eE < — |, vet € [0,co). (7.2.35) 
最 后 令 
(z) = g(z)<(l|#(z)||)#*(z), (7.2.36) 


其 中 罩 : 电 五 怠 是 定理 7.1.2 得 出 的 了 在 所 上 的 伪 梯 度 向 量 场 . 先 
说 明 (7.2.36) ELM Y = pes EE > E HAT. 34 z € Ë — AK 
时 ， (z) Æ z 处 显然 有 确定 的 值 ; 而 当 z € K BF, H (72.24), 
(7.2.25) 及 (7.2.30) Æ g(s) = 0, 从 而 可 定义 We = 0. 由 (7.2.29) 
及 (7.2.25) 知道 , 由 (7.2.36) 定义 的 算 子 y WA E (7.2.21). 还 需 证 明 
算 子 多 是 局 部 Lipschitz 连续 的 ， 由 定理 7.1.2, b: E — ERRAR 
Lipshitz 连续 的 . 因而 对 任意 u € Ë = E\K, 存在 R = R(u) > 0， 
K; = Kolu) > 0, 使 得 


lEz) — BD < K;l|z — yll, Vz, € Bna,(u). (7.2.37) 


由 此 叉 得 出 
lei < lE) 一 要 (人 + Ell 
< Kalle — ull + !l*(u)!| 
< KsR 十 由 杰作 = C(u) 


= const., Vz € Bn,(%u). 


(7.2.38) 
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由 等 式 (7.2.36) 得 出 
(z) — YD = [g(z) — g(#)]ç(l|6(z)|))@(z) 
+EH — CEEE) — (72.39) 
+g(g)e(llé(z)IDIe(z) — (sl. 


He R = R(u) = min(Ri, Ro), 则 对 任意 x,y € BR(w), H (7.2.39), 
(7.2.33), (7.2.34), (7.2.29), (7.2.35),(7.2.38) 及 《7.2.37) 得 出 


lg) — p(n 


< Re lel- iE |C(u) + Ee) 一 Bl 


< + ggl -ul+ Cl (u)||@(z)— BN) + Kzllz — yli 


< aG; gg tC) + K| lle- yll, Yz, y € Br(u)- 


这 就 证 明了 ; Xf u € Ë, ## R = R(u) = min(Ri, R2), K = K(u) = 
dlu) + K;C(u) + K 使 得 
lyte) -eal < Elle- l|, Vz,g € Ba(u). 


št u € K, H (7.2.24) 及 (7.2.25) 得 出 € A, 再 由 了 的 连续 性 及 
(7.2.22), (7.2.24) 知道 4 是 开 集 ， 因 而 存在 R = R(u) > 0, 使 得 


Brtu) C A. 
因此 ， 由 (7.2.30) 及 (7.2.36) 得 出 
(z) =0, Yz € Br(u). 
从 而 对 任意 企 数 K 均 有 


lwp) — wD < Kl|z — yll, Yr,y € Br{u). 
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这 就 证 明了 é: E E RAR Lipschitz 连续 的 . 
mE I R 812 6, WKE 4 与 B 都 是 关于 E PELER 
的 集合 . 因而 g(x) ARA: 而 由 定理 7.1.2, 可 选取 $ 为 奇 算 
子 . 于 是 ， 对 任意 z € E #£# 
#(—z) = g(—z)((||$(—z)I|)6(—z) 
= g(z)<&(|| — #(z)|)|—#(z)] 
= —g(z)x(||#(z)||)@(z) = —(z), 
Ey 为 奇 算 子 . 
定理 7.2.6( 形 变 定理 ) 设 工 E C1(E,R),c € R. WE I X> 
c 没有 临界 序列 ， 则 存在 r > 0, 使 得 : 对 任意 0 <e < z < r, 存在 
满足 下 列 条 件 的 函数 n = eg € C([0, 1] x E, B): 
1° n(0,4) = u; 
2° I(n(t,u)) AF 是 单调 减 函 数 . 特别 地 有 


I(n(t,u)) < Eu), vt € [0,1]; 


3° ntu) =u 3 I(u)g[e-ēe+ë], te [0.1]; 

4° nit, :) Æ E — E BRE (对 任意 取 定 的 t€ [0,1]); 

5° ||n(t,u) ul] <1, Y(t, u) € [0,1] x E; 

6° nl, Lete) C To-e; 

T 如 果 I(u) ARZA, N nt, u) 对立 为 奇 算 子 (t 取 定 时 ). 
证 由 引 理 723, 存在 b>0 及 el >0 使 得 


Za] > b, Vz E€ Tepe, e—a- (7.2.40) 
再 由 引 理 了 .2.5， 存在 to > 0, 使 得 当 
0<e<e=min (ea) =r (7.2.41) 


时 ， 存 在 局 部 Lipschitz 连续 的 算 子 区 = ó: E > E, WE 
(7.2.21). 根据 定理 6.5.2, 对 任意 u € E, 常 微 分 方程 初 值 问题 
WEW ps), NOW = (1242) 


dt 
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# [0,oo) he —f# n(t,u), B n(t,u) Æ [0,1] 上 对 初 值 x 是 一 至 
连续 的 ， 因 而 n(t,u) e C([0, 1x E, B). 下 面 证 明 mlb.) RAHM 
1° ~ 7°. 
1° H n(t,u) 是 初 值 问题 (7.2.42) 的 解 得 出 nO, u) = u. 
2° 由 (7.2.42), (7.2.36), (7.2.29), (7.2.34) 及 (7.1.26) 得 出 
E I(n(t,u)) = (P(n(t,u)), —0(n(t, u) 
= -gint u) CUBE aI t ah Deuy (249) 
< —g(¢(t, EUDE DIDI (a(t,u))||2 < o, 
即 Finitu) XT t 是 单调 咕 数 ， 从 而 有 
1(n(t,u)) < I(0(0,u)) = F(u), V(t,u) € {0,1} x E. 


3° 当 Mu) gfe- éc + ë] tt, H (72.25) HDË u € A, mi A # 
开 集 ， 因 而 存在 R= Ru) > 0, 使 得 


Briu) C A. 
因此 ， 由 (7.2.36) 及 (7.2.30) 得 出 
(z) =0, Yre Br(u). (7.2.44) 
由 ?ba 关于 的 连续 性 知道 ， 存 在 7 > 0, 使 得 
Iln(t,u) — ull = lin, u) -n0 | < R, vt e€ {0,7], 

即 

n(t,u) € Ba(u), Yt € [0,7]. (7.2.45) 
因此 ， 由 (7.2.44) 得 出 

Dinlt, 4)) = 0, Yt € [0,7]. 


因为 nlt u) 是 常 微分 方程 初 值 问题 (7.2.42) 的 解 ， 由 上 式 得 出 


dn(t,u) _ 


dt —w(n(t, u)) =0, Yte [0， T], n(0, u) = u. 
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由 此 得 出 
n(tu)=%w, Yter} (7.2.46) 


设 7 为 使 (7.2.46) 成 立 的 最 大 的 了 值 ， 如 果 7 之 1, 则 3° 得 证 .如 
果 7<1, LH nitu) XF t 的 连续 性 知道 ， 存 在 6 > 0, 使 得 


linit u- nir uwi < R, Yter + Š]. 
由 此 式 及 (7.2.46) 得 出 
lnt, u) ~ ull < R, Yte fr,r + 6]. 

由 此 式 及 (7.2.45) 知道 

nit u) € Belu), Vt e [r,r + 31. 
再 由 (7.2.44) 得 

p(n(t,u))=0, vte [r,+ + ó]. 
再 利用 常 微 分 方程 初 值 问 题 (7.2.42) 的 解 的 唯一 性 ， 由 上 式 得 出 

n(tu)= u, Vte|q,r-+ í. 


此 式 与 假设 r 是 使 (72.46) 成 立 的 最 大 的 r 值 相 矛 居 . 
4° 对 任意 确定 的 7€ [0,1], 由 定理 6.5.2 知道 : 
n(r,:): u — niru) È E ~ E HEERS, HI} o = niru) 
常 微分 方程 初 值 问 题 
DE y(t), A ) = (7.247) 
# [0, oo) 中 有 了 唯一 解 nit) = Fit, T v), H p(0.z,:) 1" -> AOT, 4) 
# E> E WERKA. 由 


元， T, v) = v = n(7, u) 
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及 初 值 问题 (7.2.47) 的 解 的 唯一 性 得 出 


(t, T, v) = nft, u). (7.2.48) 
于 是 由 
FCO, r, Jnr, Je = B0, T, Jv = n(0,u) = u, 
nir, 00, T, -Ju = n(z,)n(0,u) = nir, u) = v 
得 出 


元 0， T; ?fr， .) = n(r, :过 (0， T, .) = IT( 恒 等 映 射 }. 


因此 ， #7,*) Æ E — E WAEA. 
5° 由 (7.2.42) 及 (7.2.21) 知道 ， 对 任意 (t.u) € [0,1] x E # 


Ie -ul = | Í (ojas 


t 
< /gsa)ldsstsl 
0 
6° $ u E nll, Icte), WEE v & L... 使 得 
u = níl, v). 


因此 I(v) < c+ 8. 分 直列 两 种 情形 证 明和 需要 的 结论 u € ee 
1) 当 I(v) <c-e 时 ， 由 2 得 


Inl, v) < (v) < c— <, 


即 w= nl, v) € ee 
2) 当 c 一 e < (u) S< c +€ BF, HAWE: 


存在 te [0,1]， Etv) € ee {7.2.49) 
因为 由 上 式 及 1° 得 出 


Knoll, v)) < I{n(t,v) < c — e, 
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HEH u = n(1,%) € L._.. 
今 用 反 证 法 证 明 (7.2.49). 设 (7.2.49) 不 真 ， 即 有 


IT(n(t,v)} >c—e, te [0,1]. (7.2.50) 
由 此 式 及 性 质 2° 得 
c—e<Intv)) < Hv) <c+e, Nte [0,1]. (7.2.51) 


因此 ， 由 (7.2.41) 知道 
c-e < Int, v) Se+e, Welo,y, 
Bl p(t, v) € Tete, Me- 再 由 (7.2.40) 得 出 
Ialt vi> b, Yt e [0,1]. (7.2.52) 
H (7.2.51), (7.2.25) 及 (7.2.30) 又 有 
ntu) € B, gmt, v} =1, Yt e [0,1]. (7.2.53) 


于 是 由 (7.2.51), (7.2.42), (7.2.36), (7.2.53) 及 (7.1.16) 得 出 
2e > (u) — 1(n(1,o)) = — f É Tnt, v))dt 
- f (T'in(t,v)), pnt, o)))at 
° (7.2.54) 


- Í CEIBE, VPH CCE, v)): w(n(1,v)))dt 


> f CUE DIDIE GE vat. 
0 
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由 (7.2.34), (7.2.52) 及 (7.1.25) 又 有 
CCIB Clt, DIDI v) 
il nit v? > É, 
%0 < ||6(n(t,))|| < 1, 
OWN > leig, vl > P 
当 ||®(n(t, vJ] > 1. 
把 这 个 不 等 式 代入 (7.2.54) 的 右 端 得 出 


2e > min (e, z) . 
此 式 与 (7.2.41) 相 矛 盾 . 
T 如 果 了 工 为 偶 泛 范 ， 则 由 引 理 725, AF y: E — EWR 
为 奇 算 子 . 对 微分 方程 初 值 问题 (7.2.42) 的 解 nit, u), 令 Flt, u) = 
—n(t, —u), 则 由 (7.2.42) 得 出 


TE (l C) y(n, u) = pn(t, —u)) = —@(n(t,u)), 


A(O, u) = —n(0,—u) = —(—u) = u. 

即 git, u) 也 是 初 值 问题 (7.2.42) 的 解 . 由 解 的 唯一 性 知道 n(t, u) = 
Fitu) = —n(t, —u), Ë] nitu) 关于 u AART. 

注 2 如 果 考 虑 正 的 伪 梯 度 , 即 代替 微分 方程 初 值 问题 (7.2.42) 
而 考虑 微分 方程 初 值 问题 

dftt, u) 
at 

则 定理 7.2.26 中 的 性 质 1°, 3° — 5° A T 对齐 也 成 立 ， 而 性 质 2° 
及 6° 分 别 变 为 

2° I(7(t, 4)) 关于 是 单调 增 函 数 ， 特 别 地 有 


I(ñ(t,u)) > I(u), Yë € 0,11. 


= A u)), ñ(0, u) = t, 
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6° ñ(1, Í _e)C L+ 其 中 了 = {z € E|I(z) > c). 
73 极 小 极 大 原理 


定理 7.3. 其 极 小 极 大 原理 BI e C'{E,R), A} E RIZ 
子 集 族 ， 记 


c= jf sup (z z). (7.3.1) 


如 果 满 足 条 件 ; 
(i) c 是 一 个 有 限 数 ， 
(ü) 存在 :>0, 使 得 A 关于 映射 族 


F=(TeC(E,B)|T(z) =z, I(z) <c- Ə) (7.3.2) 
是 不 变 的 ， 即 对 任意 T'e Z 满足 
#A € 4, 则 7(4) € A. (7.3.3) 


那么 ， 了 关于 c 有 临界 序列 . MORE I W$ E P-S 条 件 ， 则 < 为 了 
的 临界 值 . 

证 用 反 证 法 . 假定 了 关于 c 没 有 临界 序列 ， 由 形变 定理 ， 
存在 >0, 当 0<e<Ezcs7T 时 ， 存 在 了 bt € O([0,1] x E, E), 
n 具有 性 质 1° — 7°. 由 性 质 3° 及 4° 知道 79(1,*) € Z. 因此 ， 对 
T = n(1,:) # (7.3.3), BP 


HAEA, Min, A) € A. (7.3.4) 
H c 的 定义 (7.3.1), WP e > 0, FE À € AER 


sup T(z) <c+e, 从 而 AC LQ. 
zÇ A 


因此 ， 由 性 质 6° 得 出 


n(1, A) C n(1,1,<) C L-.. 
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H À € À, (7.3.1) 及 上 式 得 出 


c< sup I(z)<c-—e. 
ZEnt1,A) 
这 个 不 等 式 是 不 成 立 的 ， 因 为 < > 0. 这 就 证 明了 了 关于 c 有 临界 
序列 ， 如果 工 再 满足 P-S 条 件 ， 由 引 理 7.2.1 知道 c 是 I 的 临界 
t. 
注 将 映射 族 和 转换 成 映射 族 


F, = (Te C(E,E)|T(z) =z, 当 I(z) > c+ 


后 定理 7.3.1 仍 成 立 ， 这 样 又 得 到 一 个 极 小 极 大 原理 . 

极 小 极 大 原理 是 用 来 证 明 临 界 点 存在 的 基本 方法 ， 它 的 技巧 
和 困难 在 于 寻求 满足 条 件 (i 的 子 集 族 A. 

在 定理 7.3.1 中 取 A= ((z)|z € E) (E 中 每 一 元 素 z 看 成 4 
中 的 一 个 子 集 ) 及 A= {E}(E 是 A 的 唯一 子 集 ) 分 别 得 出 下 面 两 
个 推论 . 

推论 7.3.2 it I c Cli(E,E). 如 果 了 有 下 界 且 满 足 P-S 条 
件 ， 则 

e= inf I(z) 
z€ E 


是 了 的 一 个 临界 值 . 
推论 7.3.3 设 工 E CHE, E). 如 果 工 有 上 界 且 满 足 P-S 条 
件 ， 则 


e = sup T(z) 
z€ E 


是 工 的 一 个 临界 值 . 
下 面 的 定理 是 推论 7.3.2 在 微分 方程 边 值 问题 中 的 一 个 应 用 . 
定理 7.3.4 Ü Q R R" 中 的 有 界 区 域 ， 常数 7 满足 


化 十 2 
— *n > 2, 
ka a (7.3.5) 


+o, *4n < 2, 
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f ELP (0), 9(z,u) € C(Ü x R, R) 满足 
ug(z,u) >0, V(m,u) € Q x R, (7.3.6) 
|g(z,xu)| < a(z) + bluf, V(z,u) € Q x R, (7.3.7) 
其 中 a(z) e LP (Q), b > 0. WA, PrE DN BH tE J si 


| -Au = f(z) — g(z,u), 在 2 中 ， (7.3.8) 


型 = Q, # on 上 ， 
在 Wo (Q) RASA u, CWE 
pw Dds = [re — g(z,u)|ódz, Vé £ WJ 2(Q). (7.3.9) 
R a 
证 由 条 件 (7.3.6) 得 出 
G(z,u) = f glz, ,t)dt> 0, V(m,u) € Ü x R. 
0 
因此 ， 对 任意 we WEN) =E 
1 
I(u) = 3 Í |Duj2dz — Í Jf(z)udz + Í G(z,u)dz 


1 (7.3.10) 
> 3 f |Duļ?dz — f f(z)udz. 
由 嵌入 定理 2.6.1, 存在 常数 C= Cin, r, Q) > 0 使 得 
lull+ < Cllulle， wa € E = W)” (Q). (7.3.11) 
H Holder 不 等 式 及 (7.3.11) 有 
J z)bvaz| < les llera < CIs lelle- 
以 此 式 代入 (7.3.10) 得 
Ku) > zilei? — CIF lelle. (7.3.12) 
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以 不 等 式 
1 1 
CIIfl|== lelle < ZCI)? + llel 


代入 (7.3.12) 得 
r(u) > -ZNB 


BB I # E= W’ 中 有 下 界 ， 再 以 不 等 式 
cllflless lelle < (CIIfl|= + Fel 
代入 (7.3.12) 得 出 
Ia) > lih ~ Ia, 


即 
llè < arlu) +4C2IH 


此 不 等 式 说 明 ， 互 = W.” (Q) 中 满足 条 件 
{Lu AR 
的 序列 {us} 都 是 E rh 0 8 PFEP], WA (7.3.7) 有 
[f(z) — glz, | < |f (2) + a(z) + b|ul", 


其 中 f(e) +a(z) e LP (Q), 即 引 理 7.2.2 的 条 件 都 是 满足 的 . 由 
注 1 知道 ， 泛 匡 了 满足 P-S 条 件 ， 这 样 一 来 ， 由 推论 7.3.2 得 出 


I(wu) 


c= inf 
uvEWi?(0) 


是 工 的 一 个 临界 值 ， 即 存在 u c Wi (Q) 使 得 


c= F(u), TP(u)=0. (7.3.13) 
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由 (7.3.10), 利用 定理 6.3.2 得 出 
(i, = f (pu: D$ ~ U(2) -sdga 
vé e W4”(Q). 
由 此 式 及 (7.3.13) 得 出 (7.3.9). 
7.4 山路 引 理 及 其 应 用 


下 面 的 定理 是 1973 年 由 Ambrosetti A. 与 Rabinowitz P. H.I8] 
得 出 并 称 之 为 山路 引 理 . 它 形象 地 说 明 ， 从 盆地 中 心 出 发 到 盆地 
外 部 ， 必 有 一 条 道路 从 慎 围 山脉 的 最 低 点 越过 ， 这 个 最 低 点 就 是 
一 个 临界 点 .山路 引 理 及 各 种 山路 定理 的 建立 ， 特 别 是 它们 在 非 
线性 微分 方程 各 种 问题 的 应 用 中 取得 的 许多 很 有 意义 的 新 结果 ， 
吸引 了 不 少数 学 家 从 事 临 界 点 理论 的 研究 ， 从 而 使 临界 点 理论 及 
其 应 用 的 成 果 在 近 20 多 年 取得 了 重大 的 进展 . 

定理 7.4.1( 山 路 引 理 ) Vk E Æ Banach =Ñ], I£ C1l(E,R) 
满足 

(G) I(0) =0, 存在 p>0 使 得 Jopo > % > 0; 

(ü) fd e€ ENB,(O) amas a 
AT REH HKO e 的 道路 的 集合 


T = {g € C([0,1], E)lg(0) =0,9(1) =e}, (7.4.1) 


再 记 


c= 


ESF max, ax T(g(t)). (74.2) 


那么 ，e> o 工 关于 c 有 临界 序列 ， 如果 了 工 再 满足 P-S 条 件 ， 则 
c 是 了 的 临界 值 . 

证 任 取 g e 由 于 I(g(t)) : [0,1] > R 连续 ， 因 而 
max 1(g(t)) < co. 再 由 Am Ne < so 又 对 任意 9 € T, 


te[0.1] 


由 条 件 (ü) 及 G) 有 


lig(1)l| = liell > p > 0 = llg(0)il, 
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根据 ||g(#)|| 的 连续 性 知道 ， 存 在 如 e (0,1), 使 得 |lg(to 川 = p， 
此 由 全 得 
max 1(g(t)) > T(g(to)) > o, 


从 而 由 (7.4.2) 得 c > a. 

假如 了 关于 c 没有 临界 序列 ， 由 形变 定理 7.2.6, 存在 7 > 0, 
当 0 < e < ë < min(2,r) it, FE n(t,u) € C([0,1] x E, E) 具有 
性 质 1° < 6°. X} e> O, H (74.2) 知道 ， 存 在 9ez 使 得 


ax Igt) < c +e. (7.4.3) 


考虑 h(t) = n(1,g(0) € C([0,1], E). 由 于 
Ie)<o=I0)< Z <c-8š 
由 性 质 3° 得 出 
h(0) = n(1,g(0)) = n(a,0) = 0, 
M1) = n(1, g(1)) = n(1, e) = e. 
AE her. 从 而 由 (7.4.2) 有 


e < max I(h(t)). {7.4.4) 


H (7.4.3) RHED 6° 得 
h(t) = n(1,g9(t)) € n(1, Iepe) C e-e, te [0,1), 


即 
I(h(t)) <e—e, Vte [0,1]. 


此 式 与 (7.4.4) HFE. k I XF c 有 临界 序列 . 如果 了 再 满足 


P-S 条 件 ， 由 引 理 7.221 得 出 ，e 是 了 的 痢 界 伪 . 证 完 . 
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下 面 给 出 山路 引 理 对 微分 方程 边 值 问题 的 一 些 应 用 , 设 内 是 
Re 中 的 有 界 区 域 .， 讨 论 半 线性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 
{ -Au = f(z,u), Æ Q Hh, 
u= 0, 在 809 E, 
其 中 国 数 f(z,4) É Q x R EMER 
(f) fe C(Q x R,R); 
(f) 当 n < 2 i, FEES s, 34 n > 3 时 存在 正 数 s < 
r + 2 
— t 使 得 
r — 2 . 
f(z,u) = offe (Hu — oo) 对 z ER 一 致 地 成 立 ; 


(7.4.5) 


(fs) f(e,w) = oul) 5 jul — 0) XF z E90 一 致 地 成 立 . 
由 条 件 (fs) 知道 ， Dirichlet 问题 (7.4.5) 有 平凡 解 u = 0. 
在 本 节 中 ， 以 后 均 记 EE = W)” (0, B 


F(z,u) = L f(z, t)dt. (7.4.6) 


定理 7.4.2 设 函 数 f(z,u) 满足 条 件 {五 ), (fo), (fs) 及 条 件 
(f) 存在 常数 1>2 及 r >0 使 得 


O <pF(z,u) < uf(z,u), 2(z,u) € Üx R, |ul 2 r. 


那么 , 半 线 性 椭 图 方程 Dirichlet 问题 (7.4.5) 在 W (Q) 中 有 非 平 
RER u, CHE 


f Du- D¢ = f f(z,u(z))éde, Yọ € W222(Q). (7.4.7) 
n Q 
证 PH@ E= W (Q) 上 的 泛 函 
Ilu) = a Í iDul?dz - Í F(z,u)dz. (7.4.8) 
由 定理 6.3.2 得 出 Te C1(E, R), B. 


(Fa), g) = Í [Du Dó — flzu)gldr, YEE. (ZA9) 
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由 条 件 (fs), 对 任意 e > 0, FE S = 6(e) > 0, 使 得 
lleu) < dhul, 8 l| < á. 

由 条 件 (fo), 存在 正 数 M, 使 得 
Heals lul, $ ul 2 M. 

再 由 条 件 (A) FEER b= b(e) 使 得 

(sd S b < Bl = O (Əli, 4 8O < ul < M. 
将 上 面 三 个 不 等 式 合并 得 出 
|/(z,u)| < el 上 +Cafeld Vr,w) € Èx R, (7.4.10) 
其 中 C2z(e) = 1+ O) (e). BEAR (7.4.6) 得 出 


F(z,u) < f" + Czle)t’]dt, V(z,u) € Ü x R. 


C2{e) 
5 十 1 


fr C(e) = . 由 上 式 得 出 


F(z,u) < uf? + Cleat, V(zu)e x R. (7.4.11) 


由 条 件 (fo) 有 
poed, aux, 
E> r, 4 u < ~r. 
此 两 式 对 u 分 别 在 区 间 [rru] 及 [ur] 上 积分 得 出 
um < mF, 8 u > r, 
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r 一 

4 一 之 em 当 u < 一 
即 

F(e,u) > F(z,r) (2), 当 w > r, 

uy” 
F(z, u) > F(z,—r) (=) , 当世 近 一 
合并 这 两 个 式 子 得 出 
F(z,u) > as|u|#, 23 |u| > r, (7.4.12) 

其 中 


as = r *min{min F'(z,r), min F(x,~r)} > 0. 
zeñ zeñ 


再 由 F(s u) 的 连续 性 知道 ， 下 (zx,w) # E Q x [8r,r] 有 界 ， 因 而 
存在 常数 KK > 0 使 得 


F(z,u) > -K > azje|" —asrt — K, 23 Ju] < r. (7.4.13) 
将 不 等 式 (7.4.12) 及 (7.4.13) 合并 得 出 
FP(z,u) > asju) — as, V(m,u) € Q x R, (7.4.14) 


其 中 a, = agr" + K > 0. 

FAREA 了 满足 定理 7.4.1( 山 路 引 理 ) 的 条 件 . 

( 因为 F(z,0) = 0, 从 而 由 了 的 定义 (7.4.8) 得 出 I(0) = 0. 
根据 Sobolev 空间 E = WI (A) 的 嵌入 定理 5.6.1, 由 条 件 (f2) 得 
出 ， 存 在 常数 Ci > 0, C; > 0 使 得 


llulla < Cillelle, llulla, < Callulls, YeeB, (7.4.15) 
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由 (7.4.8), (7.4.11) 及 (7.4.15) 得 出 
I(u) > 3 /Pua -f (lu? +C(@luls*') dz 
1 a 

= zl — $l - C(elluli2t: 

> Hlal ~ S(C.llulls)2 — C(O (Callulle) 

= 30- Coll - C COll. 
在 这 个 不 等 式 中 取 e = zzy 得 出 

1 


1 8 
Iu) > glleg ~ Cslluly 
1 (7.4.16} 
= 3lullg(l — 4Csllulls h Vu € E. 


由 (7.4.11) Æ (7.4.14) 知道 s+1 > n > 2 因而 >1. £ p = 


-4 


1 21 . Ha 
(=) > 0, H (7.4.16) 得 出 


1 . 
Iu) > zP =a>0, “4 [lulle = p 


jX B uE JJ 了 Ilog, = 0 > 0. 
(i) H (7.4.8) 及 (7.4.14) 得 出 


Iu) < ;/ 1Dulzdz — [iut — as)dz 
2 Jo n 
= ; Í (Dupas — as f luj”dz + aal. 
2 Jo Q 


任意 取 定 一 个 满足 lulle = 1 ue E = W22(Q), 则 由 上 式 ， 
p >2 B folu >0 得 出 


2 
I(tu) < > Í ipupPae-oste Í jul drta] — 一 oo， 234 t— +o. 
Q Q 
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HE, FE t> p 使 得 


I(tu) < 0. 
这 就 证 明了 : FE e = tu € E\B(0 ËB [lele = t > p) 满足 
I(e) < 0. 
最 后 验证 了 满足 P-S R. 设 {um} cE, 满足 条 件 
um) < M, m=1,2, (7.4.17) 
Plus) +0, EEE'E 当 m 一 eco. (7.A.18) 


由 引 理 7.2.2 之 注 ， 只 需 证 明 {um} E E PAR. 由 (7.4.18) M 
道 ， 存在 正 整数 mo 使 得 


[Z {uml <i, H m > mo, 
由 此 得 出 
Kium) Al < llél|g, Vé E E,34 m > mo. (7.4.19) 
HI (7-4.8) 及 (7-4-9), 根据 条 件 (fa) 及 (f.) 得 出 
pT (um) — (T'(Um), um) 


= (Ë - 1) lomll + f famf eim) — uE (æ umda 
Q 
B 2 
< [Ë — t) um , u 
< ($ - 1) lent f gax, lufc 四 -Peak 


= (5 — 1) thunl - Ca- 
(7.4.20) 


由 (7.4.20), (7.4.17) 及 (7.4.19) 得 出 


(È - 1) lmll < Ca + aM + lumlls, 2 m > mo. 


因为 p > 2 此 式 说 明 数 列 {lhemlls} AF, BD {um} © E PAF. 
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我 们 证 明了 E = W)” (Q) 上 的 泛 函 (7.4.8) 满足 山路 引 理 的 
HA. 因而 泛 孙 (7.4.8) 有 临界 值 c, 生存 在 临界 点 ueEEB 使 
得 FP(u) = 0. 再 由 (7.4.9) 知道 u 满足 (7.4.7), 即 半 线性 椭圆 方程 
Dirichlet 问题 (7.4.5) ABIR u c WJ 2 (9), BH IG) =c > a > 0 
知道 u Z 0, B u 是非 平凡 解 . 

注 1 KAT (A) 换 为 满足 条 件 (3.3.2)~(3.3.4) B H (3.3.1) 
定义 的 二 阶 线 性 自 共 轿 椭圆 算 子 4 后 ， 定 理 7.4.2 仍然 成 立 . 

注 2 著者 应 用 由 路 引 理 曾 将 定理 7.4.2 推广 到 拟 线性 椭圆 方 
程 Dirichlet 问题 


一 >  Dilai(z, Du)] = f (z, u), 在 Q rh, 


u = 0, 在 ƏQ k, 


建立 了 各 向 异性 Sobolev 空间 WO) 中 非 平 凡 弱 解 的 存在 定 
理 ， 参 阅 文 献 [7]. 


75 弱 解 的 正则 性 


本 节 研 究 半 线性 桶 贺 方 程 Dirichlet 问题 
—Au = f(z,u), 在 p th, 
u = 0, an E, 


(7.5.1) 


在 W (Q) 中 的 弱 解 的 正则 性 (光滑 性 ). 我 们 将 证 明 ， 如 果 区 域 
N 及 方程 右 端 f(e,u) 适当 光滑 ， 则 问题 (7.5.1) OAA u 就 是 光 
滑 函 数 ， 从 而 我 们 将 得 到 问题 (7.5.1) 的 古典 解 的 存在 定理 . 

关于 区 域 的 光滑 性 有 下 列 定义 ， 

定义 WQ ER 中 的 有 界 区 域 ,， 上 是 非 负 整 烤 ，0 < a < 1. 
如 果 对 每 一 点 zo € aN, 存在 以 zo 为 中 心 的 球 B= B(zo) 及 映射 
4p: B > Rz, 使 得 

(ü) vBNN) c R? = (z € Ren > 0); 
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(ü) (BNA) c IRI = (z € R'en = 0); 
Gii) y É B — D = ó(B) 的 一 一 映射 ， 且 有 


PECH(B), 47! e Che(p). 


则 称 9 是 R" 中 的 Che 区域. 

由 这 个 定义 得 出 ， 如 果 对 每 一 点 zo € 80, 存在 以 zo 为 中 心 
的 球 B = B(xzo) 及 以 ro 为 原点 的 坐标 系 (zi,z2, ,zn}, 使 得 
BNE 可 以 表示 成 


En = PEL, ,Tn-1), $€ che, 


WÍ Q R Che X. "4k > 1, 这 个 命题 的 逆 命 题 也 成 立 . 

由 上 面 的 定义 又 知道 ， 当 j 了 十 8 < 十 a 时 ， Ce 区 域 也 是 
CB 区 域 . 

以 后 如 果 设 有 特别 说 明 ， 均 以 天 表示 非 负 整数 ，0 < w < 1. 

定理 7.5.1 ENR ER pH cte Ka, A f(z) < 
Che(0). 那么 ， Poisson 方程 Dirichlet i 88 


| -Au=f EN, 
(7.5.2) 


u= 0, Ean 上 


有 唯一 古典 解 u e cctte). 
此 定理 可 参阅 文献 [12] 定理 6.14 及 定理 6.19. 
定理 7.5.2 EQ E Rm 中 的 Cl 区 域 ，f EL?(0),1<p< 
co. 那么 , Dirichlet 问题 (7.5.2) 有 唯一 的 解 z e WPO NW P(A). 
此 定理 可 参阅 文献 [4] 第 三 章 定理 6.3 或 文献 [12] 定理 9.15. 
引 理 7.5.3 设 n>3,0 是 Rr 中 的 有 界 区 域 ， alz) e L2(Q). 
如 果 4 是 线性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 


-Au = a(z)u, 在 Q 中 ， 
u = 0, 在 ƏQ kE, 


(7.5.3) 
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在 W (Q) 中 的 弱 解 ， 则 有 
uE LIN), Va E {2,00). (7.5.4) 


证 u E Dirichlet JJ (7.5.3) 在 WA” (O) P 89 388, ED ue 
wi? (n) 满足 


f Du. Dódz = f a(z)uédz, Yọ e W° (0). (7.5.5) 
0 [t] 


对 B= 一 及 任意 的 p > 2, 我 们 先 证 明 命题 ， 


假如 u e (N), MJ ue LPN). (7.5.6) 
it 6 = ut = max(u,0) € WEP (Q), a = E >1. 对 任意 上 > 60, 定义 
CEA 

al, 34 s <l, 
g(ü) = 
-isi-a (a — b], 34 š> 
i 4 a<, 
h(6G) = 
| sla- (a — 19, 23 ü > I. 


8( 可 B h(a) 都 是 下 的 一 致 Lipschitz 连续 函数 , H ë e WEA) 
知道 o(u), h(ú) e Wo (0). 经 计算 容易 验证 


0< g(a) <ag'(ü), 0< h(a) =, (7.5.7) 
WEP < sg), ha) > agla). (7.5.8) 
Akia y e C1([0,oo)) 使 得 


1， 当 0<t<r, 
n(t) = 
0, 3 z2> 27， 
7 2 
O<nt) <1, KÆ > vt € [0, co) 
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对 任意 取 定 的 点 zo € Q, 在 (7.5.5) 中 和 逃 用 试验 函数 
%(z) = (lr — zo|)g(ü(z)) € Wo (Q) 
得 出 
a)l Di|2 ! ayu: (z — zo) = | a(zYürg(ü)dr 
J z 1papae+a | myo mas f a(zyanata)az. 
由 此 知 


f n?g'(@)|Daļ?de < 2 f nlm'|g'(8)|Da|dz + f a (z)? üg(8)de. 
n 2 n 

(7.5.9) 
由 (7.5.7) 有 


2nh7 g(a)| Dal < 2(nlg' (0) Dal) (hy lat |ə(8)12) 
< ymg'(8)IDaÍ2 + 2ly Pag(a). 
将 此 式 代入 (7.5.9) 化 简 得 
z J Papapas 
<2 /Paelajdz+ fale) oom) 
利用 不 等 式 (7.5.8), 由 上 式 得 出 
[PIDO Pars f PWED < z f ng Dads 
< 4s Í ly ug(u)dz + 28 f a(z)n?úg(u)dz 
s2p | helas + p f aleia) de. 


{7.5.10) 
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HHR A ESE 5.6.1, 存在 常数 O, = C, (n) > 0, 使 得 对 2* = -2 
有 


(/ ma ) * dz < O, 人 ID(nh(u)i2 dx 


<c f Dh(B) + Z — 20 h(a) de 
Q | 一 zo| 


< 20, f inDh(ü)|?dz +20, f I P |h(a)|2dz. 
O n 


将 (7.5.10) 代入 此 式 右 端 并 利用 Holder 不 等 式 得 出 


(f pha de)" 


< 2 (əp + 1) | WPI Paz (5.11) 


+2pO, [ / aea) (f ay a)“ 


HF a(z) € L? (N), 在 口外 视 a(z) = 0, 根据 积分 的 绝对 连续 性 ， 
存在 r+ > 0 使 得 


f la(z)|Ë dz < (4pC1)-$, Vao € Q. 
Bar (ma) 
以 此 式 代入 (7.5.11) 化 简 后 得 
( mayas)” < aoip +) Í WPa as. 
R EF] 
ENIR u = 0, 根据 7 的 定义 及 (7.5.7), 由 上 式 得 出 


< 16C1(2p 十 p= f adr. 
n 
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Bin ue LN), 注意 28 = p, 2* = 28, 由 上 式 得 出 


B 
f mpPadz < Co ( f lepas) < oo, 
B,. (zo) Q 


其 中 Cs = [16Ci(2p + 1)r2]8 E 5 n, p, r 有关 而 与 4 无 关 的 正常 
数 . 因为 jm hiu) = ü*, BIE Fatou 定理 ， 由 上 式 得 出 


Í aerae < imo {IPod 
B,.(zo) B,.(zo) 
8 
< Cz (f uaz) <. 
n 


ee < C|fullte (n): 
E C = C(n,p,r) = 声 > 0. 
因为 —u $j u a HEH (7.5.3) 在 WEP) 中 的 弱 解 ， 所 以 
R} ù = max(—u,0) 也 可 得 出 


此 式 又 可 写成 


lFël|re=(B,tz p < Cllul|re)- 
HT e=- a, FER 
Ilulissat) < 2Cl|ul|seay, Yzo € Q. (7.5.12) 


(B,(z)|z < Ñ) 为 有 界 闭 集 Q WJUPN DS, MAURER SOLE A 
(B,(m)|z; € ĝi = 1,- , mb, 使 得 ü C Um B, (zi). 从 而 由 
(7.5.12) 有 


F 声 
lulle < (l Blen) ura) ÈL. pa 


# 
< y (f en uran) < 2mC|\lulleria- 
Br{ms 


i=1 
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这 就 证 明了 命题 (7.5.6) 成 立 . 
由 嵌入 定理 5.6.1 有 :对 wu € W12(Q) 成 立 


u € LA(N), Yq € [2,2*] = [2,28]. 
假设 对 任意 正 整 数 7 有 
u € LR), Vq e 82" 1,283]. (7.5.13) 
则 由 (7.5.6) 得 出 
u € L(A), veg € [2802 ,28;+1]. 


因此 ，(7.5.13) 对 任意 正 整数 了 都 成 立 ， 再 由 


[2,oo) = UUBer-5269 
j=l 
得 出 (7.5.4). 
定理 7.5.4 B0 E R pH crte 区 域 ， 在 名 x 吾 上 定义 
的 函数 f(z u) 满足 : 
(fF) 对 任意 正 数 M 有 


f(z,u) € Ce (Ü x [— M, MJ, B): 
(f) 3 n > 3 Bi, s= 4 n < 2 时， 存在 s > 1, 使 得 
f(e,u) = Ollut [u] — oo) 


对 J E 人 一 致 地 成 立 ; 
(fs) lim,.,o tev - afz) € L™ (Q). 


那么 ， 半 线性 椭圆 方 程 Dirichlet jJ Eš (7.5.1) 在 WIPO) 中 的 弱 解 
必定 是 古典 解 且 有 

u € CFt2,e (0). (7.5.14) 
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证 定义 函数 


f(z, u) 
g(z, u) = | u ° H 0, (7.5.15} 
a(z), 2 u=0. 


由 条 件 (f;), 存在 正常 数 b 及 M, 使 得 


Mes) ç, 4 jul 2 M. 


lal 
从 而 有 
l9(z,u)| < bju, 3 ju] > M. (7.5.16) 
由 条 件 (fz), 存在 m > 0 使 得 
EA ot) <1, 4 0< |u| £m. 
从 而 有 


fie) < ja(z)| +1 = e(z), 4 0< |u] < m. 


由 此 式 及 (7.5.15) 得 出 


lg(z, | < ctz)， 当 Juf < m. (7.5.17) 


THRE (fD, (s.a) = EP g nxm, M] ER Q< [—M,-ml 
上 均 连 续 ， 因 而 有 界 ， 即 存在 正常 数 a 合 得 
d 


mst 


H (7.5.16), (7.5.17) 及 上 式 得 出 


|g(z,u)| < d < juj, 34 m jul < M. 


ig(z,u)| < e(z) + + a ) lult, V(z,u) € Q x R. (7.5.18) 
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设 u Ro ü EE f E] y Dirichlet 问题 (7.5.1) 在 WEP) EKS 
A. H (7.5.15) 知道 w 也 是 线性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 


-Au = h(j — #E Q h, 
| u = 0, 在 90 E, 
在 W” (Q) 中 的 弱 解 ， 其 中 
h(z) = g(z,u(z)). 


当 > 3 时 ， 由 帐 入 定理 5.6.1 及 we Wi (Q) 知道 w c ro). 
这 里 2* = E 由 (7.5.18) 及 clz) = la(z)| +1 € L° (9), 根据 定 
理 6.2.1 得 出 
h(z) = g(z,u(z)) € L? (9), 
2。 


因为 — =. 因此， 由 引 理 7.5.3 知道 
a—1 2 


uE LN), Vq e [2,00). (7.5.19) 


当 n< 2 时 , 根据 嵌入 定理 5.6.1 É u € W2'(0) 直接 得 出 (7.5.19). 
由 (7.5.15), (7.5.18) 及 条 件 (fz) 得 出 
r). 


le(z) 


8! 


|f(z,u)| < e(z)lu| + + _ 
由 此 ， 利 用 Young 不 等 式 
coal < E + 


T 
rens EE + t- +) er 


由 此 式 及 (7.5.19), 根据 定理 6.2.1 得 出 


F(z, u(z)) € LP (0), Vp = : 
+ 269 ， 


因此 ， 由 定理 7.5.2, Poisson 方程 Dirichlet 问题 
-Av = f(z, u(x), 在 了 中 ， 
v = 0, É M E 


(7.5.20) 


有 唯一 的 解 
1,p 2 2 
v € We’ (i |W P(Q), YpE >) N 


把 这 个 函数 v 看 成 问题 (7.5.20) 在 Wo (Q) FHAR, Bve 
”Wo" (0) 满足 


f px: paas = Í f(z,u(z))ódz, Vé € W) (0). 
n n 


而 u 是 半 线 性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 (7.5.1) 在 Wi (a) 中 的 弱 
R, Blue Wi N) 满足 


J Du: Das = fle, ua}, vé e W” (Q). 
Q a 


于 是 有 
f D(u - v}. Dodr =0, Yọ e Wi” (0). 
n 


EARP $ =u — v € WI’) 得 出 
f |D(u — ə)|[2dz = 0. 
m 


由 此 式 知道 Dlu — u) = 0, Bl u — u = 常数 ， 但 在 边界 89 上 有 
u= =0. 从 而 得 出 

u =v € W” (Q)[ )W22(Q), vpe [2,00). 
因此 ， 对 任意 p> n H u e W2P(Q). 从 而 根据 嵌入 定理 5.6.1 得 
Hi u € CÑ), X = 1 — 5. 这 样 一 来 存在 正 数 M 及 KK 使 得 


lu(z)| < M, Vz e Ü, 
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lu(z) — u(g)| < K|z — y|, Vz,v € Q. (H) 
因为 由 是 Ce+2e 区 域 , Rt (ft) 可 以 推出 条 件 (JD). (fl), ……， 
(JE 也 成 立 (参阅 文献 [12] 引 理 6.35 的 证 明 ) 由 条 件 (内 ) 知 
道 ， 存 在 常数 C > 0 使 得 

[Fie u) — Fy) < Ce -yl + |u — |°), 
vry CO, u,v € [-M,M]. 
根据 此 式 及 (H) 得 出 
[fx ue) — fy, uD < Cile — v|“ + lul) — u(u)|%) 
< C(|z ~ yl + K°|z — y|*°) 
< Od Not Ke)|z — y|3%, Yzy € Q, 
其 中 d= diam 是 的 直径 ， 这 就 证 明了 
f(z,u(m)) € Cò (Q). 
因此 ， 由 定理 75. 知道 ， Dirichlet 问题 (7.5.20) 有 了 唯一 古典 解 


v € CoA). AE u =v € Cen) c C%1(0), 即 (H) 对 
A 王 工 也 成 立 ， 由 上 面 的 推导 得 出 


Jf(z,u(z)) € C(Q). 


青 由 定理 7.5.1 得 出 ， Dirichlet 问题 (7.5.20) 有 唯一 十 典 解 4 = 
v € Ce). 

我 们 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 (7.5.14) 成 立 . 上面 已 经 证 明 (7.5.14) 
对 二 0 成 立 . 假设 {7.5.14) $J k = rm 一 1 成 立 , 即 4 € crte) c 
Cm (人 由 条 件 (f1"), 仿 上 面 的 推导 可 得 


F(z, u(2)) € Ce (Q). 


再 根据 定理 7.5.1 知道 ， Dirichlet HHA — T Ja u = > € 
Cmt2a( 人 ,这 就 证 明了 (7.5.14) 对 k ERX. EZ. 
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下 面 是 古典 解 的 强 极 (小 ) 值 原理 ， 
定理 7.5.5 W Q E R" 中 的 有 界 区 域 ， 函数 c(z) € cÔ), 
HEN rB ce(s) > 0, u € on NCA). 


(G) WE u ME 
Lu = —Awu +e(z)u > 0, ÆN 中， (7.5.21) 
则 有 
u> minu”, 在 Q 中 ， (7.5.22) 
其 中 u (z) = min(u(z),0). 
(ü) ”如果 满足 
Lu =—Au+c(z)u2>0 在 2 中， 
(7.5.23) 
| u = 0, 在 IM 上 
Hu 0 中 不 恒 为 零 ， 则 有 
u>0, VzeQ. (7.5.24) 


证 (i) 用 反 证 法 ， 假 设 (7.5.22) 不 成 立 ， 即 存在 zx & Q 使 得 
u(z) < minu” < 0, 
Nu Æ EHRMANN 中 达到 ， 因 而 存在 zo 8 Q 使 得 
u(zo) = min t < 0. (7.5.25) 
因为 函数 u(z) 在 zo 处 取 最 小 值 ， 由 初等 微 积分 知道 
Diu(z0) >0, Džu(zo) >0,...,D2u(z0) > 0. (7.5.26) 
由 (7.5.26) 及 (7.5.25) 得 出 


Lu(zo) = —Aw(zo) + c(z)u(zo) < 0. 
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此 时 与 假设 (7.5.21) FA. 
(ü) MARME. W (7.5.24) 不 成 立 ， 即 存在 z € Q 使 得 
u(z) < 0. 因此 ， 由 (7.5.23) 的 边界 条 件 得 知 ， 存 在 ye Q 使 得 


= mi = mi <0, 
u(y) min u minu < 0 


因而 集合 
N = (z € Q|u(z) = minu} 


不 是 空 集 . HTF u 在 只 HABA, TENZA AHNEN 
中 的 相对 拷 集 知道 ƏN (19 Z A, MRE y € ƏN (19. 
设 dist(zn, 3N) = 26, Hz 


y2 € MN = {renNuy) > minu}, 


EE |yz 一 各 | < d. HF AN Æ Q JF T R, FEE rot 
得 Bi(yz) C QXN. (ü 


ro = sup{r |B, (yz) C QNN) 


为 球 B ly) C ON 的 半径 ”的 最 大 值 ， 则 B.) € N 相 切 . 

设 切 点 之 一 为 zí € INN Be) 在 半径 par 中 间 取 一 点 za = 

ayı+(l1—a)z (0 < a < 1), f |zi —zə| = p, M B,(zs) (zi) C MN. 
再 命 


kp? 


_ — 2 
一 k|z—za| ， 


(z) = e 
mM o < p 时 ， 可 选取 充分 大 的 天 使 得 
Lu(z) = —Av(z) + e(z)u(z) 
= Mk2|z — zə|? 一 2knje-Ae- + c(z)(e tr” 一 ea) 
> [4k2|z — z|2 — 2kn — e(z)]e le =a P 


>0, YreB, (zi). (7.5.27) 
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由 于 在 B,.(zi) 的 部 分 边界 ƏB, (21) B,(z2) 上 wz) 是 有 界 的 
而 u(z) > minnu, 故 存在 常数 M > 0 及 m 使 得 


(s)| <M, (z) 2m > minu, Vz € 8B, (21) ) EEn. 
再 记 
入 三 (r _ minu) >0, vu[z) = u(z) + Av({e), 
则 有 
wiz) > u(z) — Aloiz) > m — AM > mint, 
Vz € Bp (z1) N B,(z2). 


在 Bp,(z1) 的 其 余 边界 ôBp (£1) Y(QNB,(zs)) 上 的 点 z 处 ， 由 于 
lz- z >p A 


u(z) = u(z) + Mo(z) > u(z) > minu, 
Vz € Bp (zt1) (QNB,(zo))- 
这 就 证 明了 
u(z) > minu = u(zi), Vz € 8B,, (21). (7.5.28) 
H (7.5.23) Æ (7.5.27) 有 
Lw(z) = Lu(z) + ALo(z) > 0, Vz € Bp (21). 
利用 Gi) 的 结果 ， 由 上 式 得 出 


in w- B . 7.5.29 
v(z) > gn w. vz € B,,(z1) 《7.5.29) 


由 (7.5.28) 及 u(zi) = mingu < 0 # 


min(w(2),0) > min(u(z1),0) = u(z1). 
(7.5.30) 


min w = min 
bBo (z) zG8B;,, (z1) 


~ 274 - 


由 vw(z1) = 0, z0(zi) = u(zi) É z € Ba (21), 根据 (7.5.29) 得 出 


wu(21) = wR} > a| min 2 . (7.5.31) 


(7.5.30) 与 (7.5.31) 是 相 矛 盾 的 不 等 式 ， 

推论 7.5.6 设 风 是 本 中 的 有 界 区 域 ， 函 数 (z) 8 cñ), 
E Q rh c(z) > 0, u € C9?%(Q)[1C2(0). wE u RO £h FE EU FE 
Dirichlet 问题 j 


Lu = -Au + c(z)u = 0, 在 只 中 ， 
u = 0, 在 o 上 


HE, WER! 中 心 恒 等 于 零 . 
证 AREH. Riun 中 不 恒 为 零 ， 则 问题 (7.5.32) 的 
解 u 满足 定理 7.5.5(ii) 的 条 件 ， 因 和 而 有 


u(z) > 0， Yren. (7.5.33) 


由 于 一 w 也 是 问题 (7.5.32) 的 解 ， 再 由 定理 7.5.5(ii) 又 有 


(7.5.32) 


—u(z) >0, Vr e (. (7.5.34) 


(7.5.33) 与 (7.5.34) 是 一 对 矛盾 的 结果 . 
Ë 此 推论 也 可 由 问题 (7.5.32) 在 W22(0) 中 弱 解 的 唯一 性 
推出 (参阅 3.4 +). 


76 半 线 性 椭 图 方程 的 古典 解 


当 区 域 9 及 方程 右 端 f(x, wu) 适当 光滑 时 ， 定 理 7.4.2 中 的 非 
平凡 弱 解 木 止 一 个 ， 而 且 他 们 都 是 古典 解 ， 即 有 下 列 定 理 

定理 7.6.1 É Q R R" 中 的 C11 区域, AA f(z,w) 满足 条 
件 (fF0), (fo), (fs) 及 (fa), 那么 ， 半 线性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 
(7.4.5) 有 两 个 非 平凡 解 u,v € Ce (0), 且 他 们 满足 


uz) >0, Yren; vx) <0, Vz e€ Q. (7.6.1) 
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证 定义 函数 


f(z,u) = feu, Huzo (7.6.2) 
0, X u<0, 


F(z, u) = / f(z, t)dt. 


易 知 fizu) 也 满足 条 件 (f), (f) 及 (fs), 而 f(z,u) 与 P(z,u) w 
足 条 件 

(f) 0< pF(s, ru) < uf(z,uy, 28(m,u) € Q x [r oo). 

对 于 E= wi n) EZA 


I(u) = 3 J Dude- fa z,u)dr, (7.6.3) 


与 定理 7.4.2 一 样 可 以 证 明了 Ee CHE, R) 且 了 满足 山路 引 理 (定理 
7.4.1) 的 条 件 (i) 及 P-S 条 件 . 现在 再 验证 泛 天 了 满足 山路 引 理 的 
条 件 Gi). H (fr) 及 (fo), 类 似 定理 7.4.2 中 的 推导 得 出 


P(z,u) > agu” — as H wu > 0. 
以 此 式 代入 (7.6.3) 得 出 
Ñu) < J IDu|? dz — f: azu” 一 a, )dz 
一 二 2 — 
=; J) [Dul dz + aa|9Q]| as | az, 


34 uc WP) Hu>0 # Q rh. 


He u € E = Wi” (Q) ÑE lule = 1 B u > 0 # Q E, XFt € R H 
u> 2 及 上 式 得 出 


2 
I(tu) < z/ |Du|2dz + a42] — ot f ut dr 
2 Jn R 


> —co, 4 t> +o. 
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因此 ， 存 在 t > p 使 得 Itu) < 0， 这 就 证 明了 存在 e = tu € 


ENB,(0) WE I(e) < 0. 
这 样 一 来 ， 我 们 证 明了 泛 函 了 满足 山路 引 理 的 所 有 条 件 . 因 
而 了 有 临界 点 u € WPO ERRA ú 就 是 半 线 性 椭圆 方程 
Dirichlet j3j š 
一 Au = f(z,u), 在 Q 中 ， 
(7.6.4) 
w = 0, 在 al E, 


在 W O h 9 EF BR. 再 由 定理 7.5.4 知道 u c C22(0), B 
u 是 问题 (7.6.4) 的 古典 解 ， 我 们 现在 证 明 u(z) 是 非 负 解 ， 即 


u(z) 20, Yeen. (7.6.5) 
假若 (7.6.5) 不 成 立 ， 则 集合 
Q7 = {z € Nu(z) < 0} 
J Q 的 非 空 开 子 集 ， 因 此 ， 由 (7.6.4) 及 (7.6.2) 得 到 
—Au=0, EM 中， 
| u=0, 在 a E, 
从 而 由 推论 7.5.6 得 出 
u(z) = 0, Yr EN-. 


这 就 与 ”的 定义 矛盾 。 所 以 (7.6.5) RE. 
下 面 再 证 明 u 是 正解 ， 即 


ult) > 0, Yren. (7.6.6) 
H (7.6.5) 及 了 的 定义 (7.6.2), (7.6.4) 可 改写 成 
-Au = f(z,t)， Æ Q Hh, 


(7.6.7) 
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_ Heu) 
wad u ; ü “#0, 
0, = u=0, 
其 中 f(z,u) = min(f (x,u), 0). 由 条 件 (f) E: WE > 0, 
FE ó = ó(e) > 0, 使 得 当 D< |u]| < ó HA 


fw 
u 


tewe 


|g(z,u)| < 
这 就 是 
g(z,u) 一 0， Hu 一 0( 关 于 z 是 一 致 的 ). 
因此 ， 由 条 件 (fb) 知道 g(z,u) € CO x R, R). 从 而 
a(x} = g(z,u(z)) € O(N), 
a(z) 一 gíg, u(z)) 20, Wre ñ, 
f(z;,u(z)) > f(z, ulz) = —g(z,u(z))u(z) = —a(z)u(z). 
因此 ， 由 (7.6.7) 知道 : u 满足 
| —Axu + a(z)u > 0, 在 Q rh, 
u = 0, Æa k. 


而 4&4 是非 平凡 解 ， 即 u # Q LA IE F. 根据 定理 7.5.5(i 得 出 
(7.6.6). 
再 命 


" -f(z, — u), 当 u > 0, 
f(z,u) = (7.6.8) 
0, H w < 0, 


F(x,u) = Í Fiz, t)dt. 
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则 f(z,u) 也 满足 条 件 OUD, (fs) 及 (fs), f 58 F th 2 (1). 
因此 ， 上 面 对 了 证明 出 的 结论 对 f 也 成 立 ， 即 半 线 性 椭 贺 方程 
Dirichlet {J H 


-Aŭ = f(z,ŭ) ÆN, 
(7.6.9) 
ü = 0, 在 aa 上 
有 古典 解 a ecn), 满足 
üz) >0, Yren. (7.6.10) 


H (7.6.8) Æ (7.6.10), 根据 (7.6.9) 得 出 
-Aŭ = —-f(s,—-ù) 在 只 中 ， 
| š = 0, 在 an E. 
令 v(x) = —š(z), 则 v(z) € C2:@(Q) 满足 
-Av = f(z,v)， 在 中， 
[7 Dmi 


这 样 一 来 , 我 们 证 明了 半 线 性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 (7.4.5) 有 两 
个 古典 解 u,v e C2,= (Q) 满足 (7.6.1). 证 完 . 

以 后 ， 当 问题 (7.4.5) 的 解 u, v 满足 条 件 (7.6.1) 时 ， 我 们 把 u 
及 ”分 别 叫做 问题 (7.4.5) 的 正解 及 负 解 . 

定理 7.6.2 i Q R Rr 中 的 Cl 区域， 函数 f(x,w) 满足 条 
件 (fi), (fs) 及 条 件 | 

(f)  /f(m,u)>0, V(z,u)€ Q x (0,7), f(z,r)=0, Yreñ. 
那么 ， 存 在 正 数 ào, 使 得 Laplace 算 子 的 非 线性 特征 信 癌 题 


—Au = )/(=,u), 在 Q, 
u= 0, # 80 上 ， 


(7.6.11) 


对 任意 À > ) 至 少 有 两 个 不 同 的 吉 典 正解 . 
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证 XHAR 
-= f(z,u), 当 (z, u) ex (0, r), 
f(z, u) 一 


0, 当 (z,u) € Ü x |[Ñoo, +eo)N(0, r)], 
(7.6.12) 
则 Fizu) 满足 条 件 (fD), (fa) A (fs). 再 命 
F(z,u) = f ° f(= , t)dt, (7.6.13) 
0 
讨论 E = WEP) ERZA 
了 (ou = > Í |Duj2dz — À f F(z,u)dz. (7.6.14) 
n a 
由 条 件 (fs) 及 f(z,u) 的 连续 性 知道 ， 存 在 a > 0 使 得 
0< fru) Sa, V(z,u) € Ü x [D, r]. (7.6.15) 


四 由 (7.6.12) 有 
0< fr,u) <a, V(z,u) € Q x R, 


即 f(z,u) 也 满足 条 件 (f2). 因此 ,由 定理 6.3.2 知道 T, E CHE, R) 
H . 


(E (u), ó) = Í (Du. Dé — XMf(z,u)é)de, vpeE. (7.6.16) 
由 (7.6.13), (7.6.12) 及 (7.6.15) 得 出 
0 <P(a,u) Sar, V(z,u) € Q x R. 
因此 ， 由 (7.6.14) 有 


I, (u) > 1 Í |Du]?2dz — |A| f ardz. (7.6.17) 
2 Ja n 


得 
|Bum)| <M, m= 1,2,..- 


则 由 (7.6.17) 得 出 
sls; = 3 Í Duss < M +arllo| 
BI {um} 在 E HAR. 因此 ， 根 据 引 理 722 EAA, A I, 
满足 P-S 条 件 . 再 由 (74.17) 有 
I (u) > -arà Yu € E = W4? (9), 


ZK I # E HATAR. 这 样 一 来 ， 根 据 推论 7.3.2, D 有 临界 
点 u, 使 得 
hlu) = inf Tx (6), (7.8.18) 


(ux) = 0. {7.6.19) 

等 式 (7.6.19) 表明 ， wu, 是 Laplace 算 子 非 线 性 特征 值 问题 
Au 二 和 f(z,w)， ERP, 
I u= 0, 在 ôn E, 


Wi2(Q) 中 的 弱 解 .为 了 使 得 到 的 这 个 弱 解 不 是 平凡 解 ， 任 意 
m EB 0, (=) c CP (Q) 使 得 


(7.6.20) 


0<nr) <r, Yren, 
则 由 (7.6.13), (7.6.12) 及 条 件 (fs) 得 出 

Í P(z,n(z))dz > 0. 
从 而 贝 (7.6.14) 得 出 


D) = Bla - x Í F(z,n(2)4z < 0, 


2 
A>%=— le <o 


P(z,n(z))dz 
2 f Fina) 
因此 ， 由 (7.6.18) 得 出 
D(ux) < BW <0, VA> Ao. (7.6.21) 
由 此 知道 
ualle #0, YA > ào. (7.6.22) 


这 就 证 明了 当 入 > Ao tt, 3308 ua 是 问题 (7.6.20) Bi dE3F ILA. 
以 下 均 假 定 À > Ao. 我 们 来 证 明 u, 是 非 线 性 特征 值 问题 (7.6.11) 
的 古典 正解 . 由 定理 7.5.4 知道 ， 问 题 (7.6.20) 的 弱 解 u, 必定 是 
古典 解 ， 且 4 € C30( 人 iy). 因此 ， 由 (7.6.12) 及 条 件 (f) 得 出 :ux 
满足 

-Aur 之 0, 在 QQ 中 ， 

ux = 0, 在 N kE, 
而 iuala 关 根据 定理 7.5.5(6) 得 出 


uls) > 0， Vz eQ. (7.6.23) 


由 wa 满足 (7.6.20) 及 (7.6.12) 知道 : # QT = (z e Q|uy(z) >r} £ 
A, 则 ux 满足 
-Au = 0, 在 nt rh, 

uy = 0, 在 aQ E. 
根据 推论 7.5.6 得 出 ua(z) = 0, Vz € Qt, 与 Ot 的 定义 矛盾 . 因 
dt QT = A, R 

ulz) <r, Yren. (7.6.24) 
H (7.6.12), (7.6.23), (7.6.24), 根据 wx 满足 (7.6.20) 推出 wx 满足 
(7.6.11). 再 由 (7.6.23) 知道 wx 是 非 线性 特征 值 问 题 (7.6.11) 的 十 


RER. 
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再 证 明 非 线性 特征 值 问题 (7.6.11), 还 有 另 一 个 古典 正解 ， 我 
们 将 证 明 I, 满足 山路 引 理 的 所 有 条 件 . 前 面 已 经 证 明 L, 满足 P-S 
F. 现在 来 验证 山路 引 理 的 条 件 (Ú 及 Gü). 

(i) Hi F(z,0) = 0 4H I,(0) = 0. 根据 定理 7.4.2 的 证 明 ， 
34 f(z,u) 满足 条 件 (fi), (fa), (fs) 时 ， 对 应 的 泛 函 (7.4.8) 满足 
(7.4.16). 因此 ， 由 于 和 Aj(z,w) 满足 条 件 (f0), (fo), (fs), 对 应 的 泛 
Ñ (7.6.14) 满足 


hlu) > Ha — aàcallulli 7t), ca > 0s > 1. 
ju p = (8Acs) =, 则 由 上 式 得 出 
(u) > llul, so < llulls < p (7.6.25) 


由 此 知道 las, o = sx = w > 0. 
(GD FIA up, 满足 (7.6.21) 及 (7.6.22), 由 (7.6.25) 知道 上} > 


p, EP e = ux € ENƏB,(0) 满足 hle) < 0. 
这 就 证 明了 泛 范 五 满足 山路 引 理 的 所 有 条 件 . 因此 ， 五 又 


有 临界 点 ut < W (Q) 满足 
Ix (u) > = > 0, (7.6.26) 
T(ul) = 0. (7.6.27) 
由 (7.6.21) 及 (7.6.26) 知道 
lulle #0, wí Z u. 


再 由 (7.6.27) 知道 : uji 是 非 线性 特征 值 问 题 (7.6.20) BEFAR 
解 ， 与 us 一 样 可 以 证 明 wx 也 是 非 线性 特征 值 问题 (7.6.11) 的 古 
上 典 正解 . 

注 1 WẸ a(z), c(z) € C%(0) 满足 


a(z) = aii(z), c(z) >0, Vz e Ü, 
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Y a(z)&6; > kE, Vze 0, enn, ` 
ij=1 
KP k > 0. 将 方程 
—Au = f(z,u) 


改换 为 方程 


_ 5 [a (a) D;u] + c(z)u = f(x, u} 
j=l 
后 定理 7.6.1 及 定理 7.6.2 仍 成 立 . 

Ë 2 山路 引 理 在 微分 方程 中 还 有 很 多 应 用 .应 用 拓扑 度 各 
指标 (index) 理论 ， 由 极 小 极 大 原理 还 可 以 建立 山路 引 理 的 各 种 变 
形 及 推广 ， 这 些 广义 及 变形 的 山路 定理 不 仅 能 应 用 于 一 些 非 线 性 
椭圆 方程 的 边 值 问 题 , 而且 应 用 于 半 线 性 波动 方程 及 Hamilton 方 
程 组 都 得 出 了 重要 的 周期 解 存在 定理 .参阅 文献 [3] 及 文献 [14]. 
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第 八 章 ” 具 临 界 指数 的 半 线 性 椭圆 方 程 


在 第 七 章 所 有 半 线 性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 


{ -Au = f(z,u), Œ N 中， (8.0.1) 


u = 0, 在 ôn 上 
解 的 存在 定理 中 ， 除 假定 Rn 中 区 域 Q 及 函数 fleu) # Q x R 
上 具有 适当 的 光滑 性 外 ， 均 要 求 f(e,u) 满足 条 件 (fa). "4 n > 3 
时 ， 条 件 (f) ER feu) 关于 的 增长 阶 s 小 于 OE, g 


n — 2 


fieu) = oflu) 《 当 > oo), X z € 一 致 ， (8.0.2) 
其 中 0<s< ?+2 2*_ 1 2 = — 是 Sobolev 嵌入 定理 


n — 2 


5.6.1 的 临界 指数 ， 即 2* 是 Sobolev RA 
WE (YSL (N) (8.0.3) 


成 立 的 指数 s 中 的 最 大 者 . 

以 后 均 假 定 n > 3, 0 E R" 中 的 有 界 区 域 . 

我 们 讨论 Dirichlet 问题 (8.0.1) 在 WI (O) 中 的 弱 解 ， 即 满足 
积分 等 式 


f De- Daas = f teu)6dr, vóe wo) — (804) 
Oo q 


的 函数 u € WPO). 假如 /(z,u) XF u 的 增长 阶 是 s, Bi (8.0.2) 
成 立 ， 由 (8.0.2) 及 f(z,u) 的 连续 性 易 证 ， 存 在 正常 数 a, b 使 得 


|/(z,u)| < a + b|ul*. (8.0.5) 
因此 ， 根 据 定 理 6.2.1, H u 8 ZL? (Q) 得 出 
f(z,u(z)) € L7 (Q). (8.0.6) 
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因为 0 是 有 界 区 域 ， 所 以 当 
时 ， 由 (8.0.6) 推出 
f(z,u(z)) e LP (0). 


即 s<2*-—1 (8.0.7) 


从 而 ， 由 ger 知道 f(z,u(z))é(z) 可 积 ， 且 由 Holder 不 等 
RA 
|f ras < Ift, a=, Gla. 


这 就 说 明 ， 条 件 (8.0.7) 保证 了 积分 等 式 (8.0.4) 的 右 端 是 有 意义 
的 . 因此 , 在 讨论 Dirichlet 问题 (8.0.1) 在 WE O) 中 的 弱 解 时 ， 
一 般 假定 方程 右 端 f(z,u) 关于 u 的 增长 阶 s < 2* — 1， 第 七 章 
讨论 了 s < 2" 一 1 的 情形 .本 章 将 讨论 a = 2* — 1 的 情形 ， 并 称 
(8.0.1) 中 相应 的 半 线 性 椭圆 方程 为 具 临 界 指数 的 方程 . 
在 几何 学 与 物理 学 中 出 现 的 具 临 界 指数 的 半 线 性 椭圆 方程 问 

题 一 般 可 归结 为 下 列 形状 四 | 

-Au = au? T! + glz, u) # Q rh, 

u > 0, 在 只 中， (8.0.8) 

wu = 0, 在 an E, 


其 中 g(z,u) = o(u 7i) (34 u — oo) 对 ze 页 一 致 地 成 立 a > 0. 
R k= a s, 作 代 换 


u = kv, =g(z, ku) = h(z,u), 
则 问题 (8.0.8) 简化 为 
-Av =v?! 4+ h(z,u), Æ Q h, 
v> 0, # n, (8.0.9) 


u= 0, 在 ôl F. 
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这 就 是 本 章 要 讨论 的 具 临 界 指数 半 线 性 椭圆 方程 边 值 问题 . 

在 第 七 章 讨论 半 线 性 椭 加 方程 Dirichlet 问题 (8.0.1) Ht, HF 
假定 方程 右 端 Firu) XT u 的 增长 阶 s 小 于 2* — 1, 根据 定理 
6.3.2, HI X Wi 2 (0) S Ln) WREE E =W) EZE E 


J(u) = f F(z, ujdz, F(z,u)= f flz, t)dt 
n n 
的 Fréchet 导数 J: E — E* 是 紧 算 子 ， 从 而 保证 了 泛 函 
I(u) = 5 f |Du| dz — J (u) 
在 W)” (Q) LWE P-S 条 件 . 所 以 在 Fieu) 的 一 些 补充 假设 下 ， 
利用 山路 引 理 {或 极 小 极 大 原理 ) 就 可 以 得 出 临界 点 存在 的 结论 . 


但 对 于 其 临界 指数 的 半 线 性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 (8.0.9), 在 
WEP) 上 相应 的 泛 函 


I(v) = J |Dv?as — $ f” v? dz — f [> (z, t)dtdz 


不 满足 P-$ 条 件 ， 利 用 没有 P-S 条 和 件 的 山路 引 理 (或 极 小 极 大 原 
BE) 只 能 得 出 临界 序列 的 存在 , 为 了 证 明 临 界 序列 的 收敛 性 ,需要 
新 的 工具 和 技巧 . 


81 波 埠 扎 叶 夫 等 式 与 不 可 解 问题 
定理 8.1.1Ë6] 设 全 是 Rr 中 的 C1 区域， 函数 
f(z) € Cl(—o0, +00), w € CANANEA) 
W H u J F.2g2 PEB B] AE Dirichlet 问题 


-Au = J(u), 在 Q rh, 
u = 0, 在 Ən 上 


W, WA, HEILK (Pohozaev) 等 式 


2n FlwWaz + (2 — n) Í uflar = f puas 


(8.1.1) 


成 立 ， 其 中 F(w) = f “ Hede, v = v(z) 为 点 ze IA 上 的 外 法 线 


单位 向 量 . 
证 利用 Green 公式 (1.3.7), 由 (8.1.1) 得 出 


2 = — = 
Í IDulj?dz = Í uAudz Í uf(u)dz. (8.1.3) 
当 z€ aQ BF, F(a(z)) = F(0) = 0, 利用 欧 拉 公 式 (1.3.6) 得 出 


0= J ker) -vds = f > D,[z;P(u)|dz 


=n Í F(u)dz + Í (z - Du) f(u)dz. 
由 此 式 及 (8.1.1) 知道 
人 (z - Du)Audz = — 上 (z - Du)f(u)dz = n 人 F(u)dz. (8.1.4) 


由 (8.1.1), (8.1.3) 及 (8.1.4), 并 利用 铭 拉 公式 三 次 得 出 


f (z. v} Dul?ds 
_ Jan 


= 2) . vds = SSP 
= f (Dup) vds = f X Di Duta 


=n Í |Duļ?dz + f. > ziD; p ps dz 


j=1 


=n | uf(ude+2 | Y> DY riDuudz 


j=l $=1 


= n ro- 2 f uD; [= pa dz 


j=l 


= n | uf(ude-2 f ududa 一 2 Í Yuma (uya 


i=1 


=(n+2) 上 aadz +2 f > Di(uzi)(Au)dz 
= (n + 2) /yo + 2n f vuda + af . Du)Audz 


= (2-n) Í upya +2n f Flujda 
定理 8.1.2 W mn > 3, À < 0. 对 R 中 关于 原点 为 严格 性 形 
的 ce 区域， 问题 
-Au =u” l+), # Q rh, 
w > 0, 在 ñQ 中 ， (8.1.5) 
w = 0, 在 Ən 上 


没有 解 . 
证 设 问题 (8.1.5) 在 Wi PRR u. 由 于 


42 -1 十 Xu， 当 到 > 0, 
w 
0, 23 u < 0 
满足 定理 7.5.4 中 的 条 件 (fi), 即 对 任意 正 数 M 有 
flu) € Ce([ 一 对 ， M], B), 


其 中 a 是 满足 0 <o < 1 的 任意 数 ， 根 据 定理 754 知道 ， 问 是 
(8.1.5) HRE u 必定 是 古典 解 ， 而 且 有 u € Caa( 名 ， 再 由 定理 
8.1.1, 将 f(u) 及 

u 1 2° À 2 0 
Fü) = f son=] gu tge > 
Ü 


0, 33 u < 0 
- 289 . 


代入 等 式 (8.1.2) 得 出 


> f (z: + >e) dz + (2 — n) fe + Xu2)dz= 
o V 2* 2 no 


=f (z - u)[Du|2ds. 
an 
由 2" = 一 ,上 式 可 简化 为 
2 f az= 人 epupas (8.1.6) 


内 为 02 关于 原点 是 严格 性 形 的 ， 故 在 M 上 有 x:v>0. 
当 和 <0 时 ， 由 1{18.1.6) 得 出 4=0, 与 4 满足 (8.1.5) FA. 
当 和 =0 m}, H (8.1.6) 知道 


Du=0, Æ Q E. 
Æ Green 公式 (1.3.7) 中 令 v = 1, 再 由 上 式 得 出 
Ou 
J asas = L zas = fe . Du)d8 = 0. (8.1.7) 


再 由 (8.1.5) 有 


f Audz = -f u? ldg < 0. 
a n 


此 式 与 (8.1.7) 矛盾 . 证 完 . 


82 具 临 界 指数 半 线 性 椭圆 方程 
零 边 值 问题 正解 的 存在 问题 


本 节 及 本 章 以 下 各 节 的 主要 结果 参见 文献 [30], HBH n > 3, 
Q 是 Rr 中 的 CS 区 域 . 讨论 下 列 具 临 界 指数 半 线 性 椭圆 方程 边 
值 问题 的 正解 的 存在 问题 
—Au=u2- 4 f(z,u), #E Q rh, 
u > 0, 在 Q 中 ， (8.2.1) 
u = 0, 在 ô E, 


其 中 f(z,u) 可 写成 
f(z, u) = a(z)u + g(z,u), a(s) € L° (0), (8.2.2) 


g(z,u) 满足 下 列 条 件 
(gi) 对 任意 M > 0 # 


giz, u) € CoN x [= M, M], R); 


(g2) g(m,u) = o(u2`[l)(34 u — œ) S$ z e 人 0 一 致 地 成 
x, 


(ga) glz, u) = o(u)(234 u= 0t) XH z€ Q 一致 地 成 立 . 
再 设 算 子 -A - afz) 的 最 小 特征 值 六 是正 的 ， 即 


fanar — a(z)#2)dz > af de, YE c WE I,A > 0. 
n "2 
(8.2.3) 
引 理 8.2.1 WẸ a(z) £ L™(N), 则 条 件 (8.2.3) 与 下 列 条 件 
等 价 


f (DE|? 一 a(x) jde > X Í |Dó|2dz, Yọ £ WEN), M > 0. 
+ 从 n 
{8.2.4) 
证 利用 Friedrichs 不 等 式 , 由 (8.2.4) 可 直接 推出 (8.2.3). 反 
之 ， 如 (8.2.3) 成 立 ， 由 alr) € L>°(0Q) im: FEES M 使 得 


ia(z)| < M, Vz Q. RESC 3 > s. 由 (8.2.3) 推出 


À 
2 _ z [ry 2 2 2 
c f apa a(z)*“)dz > cafa dr > ala) f ° dz, 
由 此 得 出 


(C+1) Í (|ID#|2 — a(z)62)dz > f ID|dz. 


"N f 1 y vy y 
此 式 说 明 (8.24) XJ A = = 成 立 ， 证 完 . 


W C 是 使 Sobolev RATAR 
[la < CDalla， Yu € W4? (A) (8.2.5) 
成 立 的 最 小 常数 C, W| 3 = C-2 是 满足 
Silu. < ||Dull, Yu € Wo” (Q) (8.2.6) 


的 最 大 常数 ， 即 


_ Dull? _ 
ozueW4() lell. und 加 lullae =1 


人 |Dua|2dz. (8.2.7) 
称 S 为 Sobolev EA Wo” (Q)S L2" (Q) 的 最 佳 常数 . 
因为 我 们 讨论 的 是 问题 (8.2.1) 的 正解 ， 故 可 视 
f(z.u)=0, V(z,u) € Ñ x (—oo,0J. (8.2.8) 


命 
FP(z,u) = f f(z,t)dt, V(z,u) € Q x R, 
0 


则 问题 (8.2.1) 的 解 就 是 泛 函 
I(w) = 上 人 pw 一 Lju — F(z, 可 } dz (8.2.9) 


在 WO 中 的 正 临界 点 . 
定理 8.2.2 设 f(z,u) 满足 (8.2.2), 条 件 (g1), (g2), (gs) 及 
(8.2.3). MEHEAK ve Wdl2(P),v>0 在 由 中 , B o Z 0, 使 得 


sup I(#%) < lst, (8.2.10) 
t>0 n 
则 问题 (8.2.1) 有 (古典 ) 解 . 
证 设 *e 为 任 章 正 数 ， 由 条 件 (ga), 存在 正 数 m = m(e) 使 得 


lg(z,u)| < eu, V(z,u) € Q x [0, m]. (8.2.11) 
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由 条 件 (g2), 又 存在 正 数 M = M(e) 使 得 
|g(z,u)| < eut, V(z,u) € Ñ x [M,oo). (8.2.12) 
由 条 件 (g1), 又 存在 正 数 G = G(e) 使 得 
|g(z,u) < G, V(z,u) € Q x [m, M]. 
HERRE: 对 任意 大 之 1 有 


|g(z,u)| < Out = C(e, kju", V(z,u) € Q x [m, M]. (8.2.13) 


将 不 等 式 {8.2.11)~(8.2.13) 合并 得 出 不 等 式 


|9(z,u)| < eu + Cle, kju” + ew 1 W(x, u) € Ü x [0,oo), E > 1. 


(8.2.14) 
因此 ， 由 (8.2.2) 得 出 
If(z,u)| < (lallo + Ou + Cle, kyut + ev? 1, (8.2.15) 
V(z,u) € Q x [0, 20), k > 1. 
tA HE e=k=1 得 出 
—f(z,u) < pu +u? i, Y(z, u) € ñ x [0, oo), (8.2.16) 


其 中 由 = lalio +1 + H > 0. 
PH@ E = W42 (Q) 上 的 泛 函 


J) = 人 — - Zut” — F(z,ut) } dz. 
(8.2.17) 
BIE J € C1(E, RR). 我 们 验证 J 满足 山路 引 理 (定理 74.1) 的 条 
# (i) 及 (ü). 
(Gü) Æ (8.2.14) PIR k = 2* — 1, 并 利用 (8.2.23) 得 出 


f(z,u) < a(z)u + eu + Ole t, V(z,u) € Ü x [0, oo). (8.2.18) 
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由 此 又 得 


F(z,u) < (2) KD) a 
HIE, HEA ue WEA), H (8.2.17) 得 


J(u) > f filu 一 = (aty ~ F(z, wy} dz 


IDu|? — a(e)(u+ 2 


i 


z 3 f {1Dul? —a(z)(u)?] de — $ f udr — ciori ad 


由 此 式 ， 利 用 Friedrichs 不 等 式 


fe <c f |Du| dr 
人 Q 


及 (8.2.4) 得 出 
J(u) > x f |Dpu|?dz - Z f |Duj?dr — Cte) Atilu 22. 


= IH AF530 (8.2.5) 由 上 式 得 


+š" u+ CO 2 Y(z,u) € x|0, oo). (8.2.19) 


—e(ut)2 C(e)+1 
- = (et) dz 


Hue = 
Je) > $ f Dupas- Her oug 
Olba, Co = Hor, 


= Š |Dujġ - 


HERAN: 当 julle = Dull = (a) = p > 0 Bf 


J(u) > e (ţa) = swg 
( # (8.2.15) hiR k = L e= s fui 


|f(z,u)| < 2Csu + zami, V(z,u) € Q x [0, oo), 


. 994 . 


其 中 2Cs = [lallo +3 + C(3,1) > 0. 由 此 知 


|F(z,u)| < Cau? + Y(z, u) € Q x [0, oo). 


1 
2.2." ° 
因此 ， 对 任意 4 c WiO) u > 0 # Q rh, H (8.2.17) 及 (8.2.9) 
得 出 


|Du]2 一 gu + Cu? 十 Ex ) 


RE 
2 
1 2 2 l o 

o (22l + Cs zy“ } 


于 是 ， Fo e Wa tO) v20 在 人 H, +Z 0. 由 (8.2.10) 得 出 


sup J(tu) = sup I(to) < 工 S3 (8.2.20) 
t>0 t>0 n 


J(tu) < < sf |Ds|2 dz + co2 f v2dz 一 人 22 ， Yt > 0. 


由 此 知 
J(tu) + —oo, 当 t— +o. 


因而 存在 to > FE 使 得 J(tov) < O. Ẹ e = tov, W |le||z = 
tollvlls > p, EB e € ENB,(0), J(e) < 0. 
这 就 证 明了 E = WEN) LUZE J 满足 山路 引 理 (定理 


7.4.1) 的 条 件 (TE P-S 条 件 }. 因此 ， 记 


T = {g € C(f0, 1), E)|g{0) = 0, g(1) = e}, 


则 J 关于 
e= inf, max J(g(t)) 
有 临界 序列 {wn} C E, 使 得 
J(uk) +c, 34 Ë — co, (8.2.21) 


J'(uk) >+ 0, 在 本 中 ， 当天 一 oo, (8.2.22) 
由 (8.2.21), 存在 常数 K, > 0 使 得 
| Jiu S Ky, k=1,2,... (8.2.23) 
H (8.2.22), 存在 常数 K, > 0, 使 得 
(u) < Kx, k=1,2,.. 
由 此 知 


KJ’ (ur) D) < K.||lë||z, vë e E= Wi*(N),k=1,2,.... 
(8.2.24) 


由 (8.2.17) 有 


rw),®)= f (Du: De + pp pt d- (0-1 fe bd 
(8.2.25) 
TW) -T= f (ut de- f {Peut} 3uf(z,u*)}dz. 
(8.2.26) 
H (8.2.15) 2 k = 1 H: 对 任意 < > 0 有 


(f(z u| < ew? + Ce, V(z u) €e QQ x [,oo), — (8.2.27) 
由 于 高 + 二 一 1, 即 7 与 王 为 共 枉 指数 ， 利 用 不 等 式 (5.1.5) 得 
出 

Cle? < eu” te C(O) < a" Cle), Yuzo. 
由 此 ， 根 据 不 等 式 (8.2.27) 得 出 
juJ(z,ut)| S eut)” + C(O) (ut)? < 2e(ut)2" + O) (e), 
V(z,u) € Ü x R. (8.2.28) 


IP a| < ga” + A) (8 + sa + SO, 
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v(z,u) € Ñ x [0, oo). (8.2.29) 
H (8.2.26), (8.2.23), (8.2.24), (8.2.28) 及 (8.2.29) 得 
1 ut)? dz 
r ea 
< D+ N ahul IPs st)lae +3 | hatete 


< Ki + Kalule + (Z + 5 +e) Í Ea + coal 
此 式 中 取 。= > 得 册 


= 1 
2n2 AGR dz < Kı + Ca 人 | 十 3 Kallulls, 


由 此 得 
f (už)? dz < a +bljurlje, a>0,b>0. (8.2.30) 
2 
在 (8.2.29) 中 取 e = 1, 由 上 式 得 出 
[FeDe < (z + z) [iF i+ Sg 


n 
< 


-L(a + allunlle) + Sol 


= c+ dlluwslle, c>0, d> 0. 
(8.2.31) 


H (8.2.17) 及 (8.2.23) 有 


Kı > J(ux) 


> 1 f IDwlPaz — L f (ut)? dz ~ f |F (z, u} )ļdz. 
2 Ja 2* Ja n ; 
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根据 (8.2.30) 及 (8.2.31), 由 上 式 得 出 


l, ,2 ;| 2 
二 | 人 | 全 = 三 = } lJDurl dz 
zll lls > 网 | 


1 
< Ki + z (a + blurlle) +c + dj|ukllg 


=e + ealjualle < o +Ë + llusll,, 
这 里 c), caf 以 及 今后 的 C3， ca) 均 表 示 正 常数 . 由 上 式 得 出 


lluzlle < 2¥e + cŠ = cs, (8.2.32) 


HD {us} 是 E = Wa’ (O) 中 的 有 界 序列 ， 因 而 (w] 在 E PER 
紧 的 (参阅 附录 3). 且 由 定理 5.7.1, 对 任意 9 < 2* 嵌入 


E = Ho (9)S, 149) 
ERRA, Hm {u} 有 子 序列 ， 此 子 序列 仍 记 为 {ux}, 使 得 
u —u (BEM), 在 Wy (Q) 中 ， 
u —u (WO, 在 LR) 中 Yq < 2, (8.2.33) 
u —u ae fE rR, 
由 (8.2.5) 及 (8.2.32) 有 
llu ||ə- < Clluslls < Ces = Ca. (8.2.34) 


由 此 知 (ut) 在 LP 中 有 界 . 由 (8.2.27), 利用 不 等 式 
{5.1.5) 得 
Ifi ut) < eluk) + Clejuk 
< 2e(u 2 -1+ es Ce). 
由 此 式 ， 根 据 定理 6.2.1 得 出 。 /zc, 由 ) ELT) PAR H 


为 LPR 中 的 有 界 集 是 弱 紧 的 (参见 附录 3). 因而 {u} AF 
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序列 ， 仍 记 为 (uk), 使 得 
(ut)? > (ut)? -1 (8), E LN) 中 ， 
fz, 三 ) 一 f(z,ut) (38), # LEA) 中 
因为 (LFR) = L2` (Q), 故 上 两 式 可 改写 成 


f (ug)? -lodz > f (ut)? 1gdz, V$ e D? (Q), 
O n 
(8.2.35) 
f f(e, ut )Gdz > f f(zut)édz, Yø e L” (0). 
ün Q 


利用 (8.2.33) 及 (8.2.35), 由 (8.2.25) 得 出 ; 对 任意 $ € E = WE? (Q) 
有 


(J'(uk),@) 
= f {Du ' Dó + pupp — put ó — (u e — f(r, ug )óéldz 
一 ftps - Dé + pug — puto — (ut)? ~l — flr, ut gdz. 
Q 
而 由 (8.2.22) 有 
G (uk), A < HT iuel lelle -> 0. 

比较 上 面 这 两 个 式 子 得 出 

fip - Dó + pug — puto — (ut)? -1o — f(z,uty0)dz = 0, 

a 


ve e WE PMN). (8.2.36) 


在 此 式 中 取 
é = u” = min(u,0) € WE? (Q), 
得 出 
Í (|Du |? + n(u-)2)dz = 0. 
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由 此 得 出 
4 =0, ae. # Q rh, 


BI 
u= ut > 0, ae E Nn rH. 


此 ， (8.2.36) 可 改写 成 
f (Du. D +u” -t — f(z,u)ó)dz =0, Vé e Wo (Q), 
Q 
即 u Æ Dirichlet 问题 | 


Au = u" _1 + f(z,u), 在 Q 中 ， 
u = 0, 在 on 上 ， 


(8.2.37) 
在 Wo” (Q) 中 的 非 负 弱 解 . 
今 证 明 u Z 0. 相反 ， 假 设 =0. 由 (8.2.28) 及 (8.2.34) 有 
[fst < e f (ety dst ce /Dr 
a n n 
(8.2.38) 
<C? e + co f jux |? dz. 
Q 
由 (8.2.33) 知道 
f juz| dz > f ju|2dz = 0. (8.2.39) 
Q n 
因此 ， 存 在 ko = kole) > 0 使 得 
€ 
asas <o hk> ho 
以 此 式 代入 (8.2.38) 得 出 


2 
[hte < (CF + De k> ko 
q 
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因为 < 是 任意 正 数 ， 由 此 式 得 出 
f ur f(z, uf )dr > 0, 当天 一 oo. (8.2.40) 
2 
同 理 ， 由 (8.2.29) 可 推出 


f F(z uf )dz + 0, 4 k — oo. (8.2.41) 
Q 


H (8.2.32) 知道 : 数列 {llak| 多 } = {Duelli} AR, CAA k 
FFL EFEZ {Dull} 且 设 其 极限 值 为 1, BD 


Du —+1, 3 k — oo, (8.2.42) 


在 (8.2.25) PH u = ó = uk, %# k — oo. 利用 极限 关系 (8.2.22), 
(8.2.39), (8.2.40) 及 (8.2.42) 得 出 


f (ut)? de —+ 1, 当 k — oo. (8.2.43) 
n 


由 (8.2.6) 有 
Shekli < Sllus||2. < || Dull.. 
在 此 式 中 令 上 上 十 oo, H (8.2.42) 及 (8.2.43) 得 出 
SI <l, BHS <iI*. (8.2.44) 


由 (8.2.17), (8.2.42), (8.2.39), (8.2.43) 及 (8.2.41) 得 出 


Judaj- gi 
此 式 与 (8.2.21) 比较 得 出 
L =e (8.2.45) 
Hi (8.2.45) 及 (8.2.44) 有 
loe 
c2 -S7 (8.2.46) 


但 由 c 的 定义 及 (8.2.20) 有 


ls 
e < mar J(te) = max J(ttou) < sup J(to) < zs”. 
此 式 与 (8.2.46) 矛盾 .这 就 证 明了 u #0. 

由 定理 7.5.4, Dirichlet 问题 (8.2.37) 在 W2”(0) 193888 u 
是 古典 解 ， 且 uc). 由 不 等 式 (8.2.16), (8.2.37) 可 改写 成 


—Au+uu>0 # Q P, 
| u = 0, 在 Ən E. 
HER u Z 0, 根据 定理 7.5.5(ü) 得 出 
u(z) > 0, # Q rh. 


由 此 式 及 以 是 问题 (8.2.37) 的 古典 解 知道 u 是 问题 (8.2.1) 的 十 典 
解 ， 证 完 ， 

定理 8.2.2 给 出 了 问题 (8.2.1) 有 解 的 比较 一 般 的 充分 条 件 ， 
但 是 其 中 的 关键 条 件 (8.2.10) 是 难于 直接 验证 的 ， 下 面 给 出 满足 
定理 8.2.2 的 条 件 的 一 种 方程 . 以 下 几 节 再 分 别 介 绍 几 种 满足 定理 
8.2.2 的 条 件 的 方程 ， 

定理 8.2.3 Hn >3,Q E p" 中 的 C2e 区 域 , a(z) € LM) 
满足 条 件 (8.2.3), g(z,u) 满足 条 件 (g1) ~ (ga), 且 存 在 HEER 
TR w 及 (0, oo) 的 非 空 开 子 区 间 (a,b) 使 得 


g(z,u) 20, V(z,u) €w x [0,00), 
| (8.2.47) 
g(z,u) > 0, V(z,u) € w x (a,b). 
那么 ， 存 在 po > 0, 使 得 问题 
-Au =u?! +a(z)u + ng(z,u), fE Q ih, 
u > 0, 在 Q 中 ， (8.2.48) 


u = 0, 在 09 上 
， 302- 


对 任意 py > jo AR. 
证 不 妨 假设 0ew. 取 n(z) € Cge{fw) 满足 


n(0} = 1, 0 < nz) < 1, Vz € u. (8.2.49) 


再 取 定 0< 上 <, f 


az) = n(z)|z]”F, n(z) = 0, Vz € QNu, (8.2.50) 
经 计算 可 验证 
u € 02(D)， 
再 命 
v(z) = T e WEO), (8.2.51) 
于 | 12* 
因而 有 
u(z) = 0, V z € Qw, [lelg = 1. (8.2.52) 


问题 (8.2.48) 对 应 的 泛 函 为 


IL,(u) = f (ip 一 Safoj? _ u — uG(z, u) dz, 


其 中 G(z,u) = f " ge, tdt. FÈ 


I(t} = T _ i 一 下 Í G(z,te)dz, (8.2.53) 


其 中 
A= [aps — a(z)u2)dr > 0. 
p 


由 (8.2.47) 及 (8.2.52) A: 对 任意 上 +>0 


G(z,tu(z)) = r g(z,t)dt2> 0, Y(z,t} € 9 x [0,oo). 
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根据 (8.2.53) 及 上 式 得 出 : XT u> 0 有 


1 E 
(t) < LAP - SU oo, 1 t> +oo. 


因此 alto) EREN ta (a > 0) 处 达到 最 大 值 sup 1,(te), 从 而 有 


Ə * 
azu (tu)l=tu = Át, 一 t = ef g(r,tuv)vdz = 0, 34 t, > 0. 
n 


因此 ， 由 条 件 (93) 及 (8.2.47) 得 出 


0 <t, < ATE AT, 


今 证 明 
ta > 0, 34 a -> oo. 


(8.2.54) 


(8.2.55) 


(8.2.56) 


相反 ， 设 (8.2.56) 不 成 立 ， 则 存在 正 数列 (u;), u; 一 co, 使 得 


t, —+1>0, H pn; — oo, 


H (8.2.54), (8.2.55), 对 正 数 >0 有 


A 


t. A 
f etjis} ya < "aa 
根据 (8.2.47), (8.2.57) 及 Fatou 定理 ， 由 上 式 得 出 


< i ; 
0< f szatowaz< Í Em a(zaas)odz 


sË 
< lim IT, ts)vde < lim 4 


Hjo Hjo Hij 


因而 有 
f glz, lv)dz = 0. 
8 


H (8.2.49) ~ (8.2.51) 有 


inoz- I -二 oo， 当 |z| — 0, 


lu(z) = 
v (z) lulla — 0, 当 |z] > ðw. 
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= 0. 


(8.2.57) 


(8.2.58) 


由 lole) 的 连续 性 知道 ，jufz) 在 o 中 可 取 区 间 DD, +oo) 中 的 任意 
值 ， 因 此 ， 对 m = < € (a,b) C [0,oo), 存在 zo € o 使 得 


Io(zo) = m > 0. 
由 条 件 (8.2.47) 得 
g(zo,lu(zo))u(zo) = g(zo, m)u(zo) > 0. 
因此 ， 再 由 gleu) 的 连续 性 条 件 (91) 得 出 
IEG lv)jvdz > IEG Io(z))o(z)dz > 0. 


此 式 与 (8.2.58) MF. RREN T (8.256) 成 立 . 
由 (8.2.53) 及 (8.2.56) 得 出 


A, ly 
= < — 一 — . 
sup L,(tu) = IL,(t,u) < zT pt 一 0, 3 p>% 


因此 ， 存 在 po > 0 使 得 


即 所 选取 的 v(t) 满足 条 件 (8.2.10). 由 定理 8.2.2 得 出 : 5 a > jo 
时 ， 问 题 (8.2.48) 有 (古典) 解 . 

注 1 满足 定理 8.2.3 中 的 条 件 的 最 简单 方程 是 a(z) = 0, 
g(z,u) 二 9,1 < q < 2* — 1 HRE, MH n> 3, Q R R" 中 的 
Clie 区 域 时 ， 必 存在 ko > 0 使 得 对 任意 z > po, 问题 


—Au= 2 l pu, ERP, 1<q <21, 


u> 0, EN, (8.2.59) 
u=0, ERE 
# kf u € C2e (0). 


注 2 在 本 章 最 后 3 节 将 进一步 得 出 ， 当 n>>4 或 n=3< 
q <2* —1=5 Bf, HEB u> 0, 问题 (8.2.59) 有 古典 解 . 


83 方程 -Au =u?! + yu 零 边 值 问题 
正解 的 存在 定理 


设 n> 3. 定理 8.1.2 指出 ， 问 题 
-Au =u? ltu EN, 
| u > 0, 在 Q 中 ， (8.3.1) 
u = 0, 在 人 上 


对 任意 区 域 O 有 和 解 的 一 个 必要 条 件 是 入 > 0. 在 问题 (8.2.1) 中 取 
a(z) = À, g(z,u) = 0, f(z,u) = Xu, 就 得 到 问题 (8.3.1). 

此 时 条 件 (g1) ~ (gs) ERRE BHAT -A EW (Q) 中 的 
第 一 个 特征 值 为 M, 由 (3.5.7) 


JIDul|2 
L- . 8.3.2 
1 ozuewaato) eli (5:2) 
从 而 有 ! 
; f |IDé|4z 
a < Dl]: _ Ja v0 Z @ë e W22(Q). 


E f spa 
n 


f (IDE — MB)dr > 0, YE e W” (9). 
p 
因此 ， 对 任意 Xe (0,X,), # a = M — À > 0, 则 有 


Í (DE|? 一 A 亚 2)dz > a f Sdr, Ye WL? (O), 


即 条 件 (8.2.3) 成 立 . 

这 样 一 来 ， 如 果 我 们 能 证明 对 X E (0, 和 1), 满足 定理 8.2.2 的 
条 件 (8.2.10) 的 ve W (0) 存在 ， 则 问题 (8.3.1) 有 (古典 ) AR. 
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HI (8.2.7), Sobolev A WME L? (Q) 的 最 佳 常数 是 
_ Ipu: 
0Zw6€W2°2(0) jw |2 
已 经 知道 (参阅 文献 [30] 及 文献 [36]): 5 只 与 %n 有关 而 与 无关， 
对 任意 有 界 区 域 N, 下 确 界 (8.3.3) 绝对 不 能 达到 . 而 当 = R" 
时 下 确 界 (8.3.3) HAM 


(8.3.3) 


C. 


U.(z) = £ =, €> 0 
(e + |z|2) = 
达到 . 
引 理 8.3.1 WE n> 4, 命 
IIDu||š ~ AMllul|2 
= 8.3.4 
Q. (u) lel { ) 
S= if Qalu), (8.3.5) 
0Zu€W2 (G) 
则 有 
S < 3S， YA>0. (8.3.6) 


证 因为 Ql) 在 坐标 平移 下 是 不 变 的 ， 不 失 其 普遍 性 ， 可 
H Bs(0) c @ C BR(0), 选取 截 割 函 数 n(z) e Ce(O 使 得 


L “ze B;(0), 
n(z) = | 
0, 5 rE RV, 


(8.3.7) 
0<mn(z)<1, Vz e€ Rn, 
IDn(z)| < C = const, Vz € R". 
现在 对 于 
u (z) = Gr pF (8.3.8) 
估计 Qalu). 为 此 ， 我 们 先 证 明 ， 当 一 0 时 有 
llu |l. = UIR." + Ol), H nas, (8.3.9) 
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2 Kie"? +01), 当 n>5, 
[luellz = (8.3.10) 
2w4|lne|+0(1) 35 n = 4, 
liDuclB = DUI +00), 3 n >3, (8.3.11) 
其 中 函数 | 
Ulz}=— -~- 
(z) EDE (8.3.12) 
EH $t = R” 时 取得 下 确 界 (8.3.3) 的 函数 ， 即 
IDUIÈ _ 。 inf zw 
IU. TS T pela pe) IB (8.3.13) 
de 


， nj2 
DERM, wn = Sre) 是 R" 中 单位 球 B10) 的 体积 ， 从 而 no, 
2 


是 R" 中 单位 球面 ƏB,(0) 的 面积 . 
(8.3.9) 的 证 明 由 (8.3.8) 有 


2 _ 2", — 92 (z) 
llu, |. = /hu d= f. (e+ el 
利用 变数 代 换 x = ety 得 出 


dr af dy on * 
——F"- a =€ z TO 二 z7 U z. 
人 (+ [eF r TT | 


因而 有 


-4 - . 1-7? (z) 
Ho -l= pea 
2 2 Jango (€ + |z)" 


于 是 . . 
0 < ÈIU 一 we 性。 
of 
R"\Bs(0) (€ + |z|2)% T Jango lel?” 


oo pn—l 
r™*dr 
=". Í 3 = u Ó" = K> = const. 
Š r 
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0S1- lvl U3? E? < 下 ja ez, 


1- 22 È < fudi "ol es <1. 
当 充分 小 (使 K;||D||;2 2 < 1), 由 于 Z=" < 1 由 上 式 
得 出 
-KAU E? < (1~ Kol|U1|;2 y < udg Ua < 1. 
从 而 有 
llu. = Z e< we < NUN 7. 


由 此 式 得 出 (8.3.9). 
(8.3.10) 的 证 明 由 (8.3.8) 有 


2 2dz = 人 2(z) _ 
和 ae 人 = fm d - Pa hth (8.3.15) 


其 中 


_ [ PO- ⁄, pa dz 
A -f EF ppa ° -J (eF PE 


tH (8.3.7) 知道 


dz Rn-ldr 
nef i ena [E 
ml BaO Bo) EPa s re-a) 


由 此 得 出 


R 
_ n 
mn Í r3-_ "n dr = 
ó n — 


R 
< Í E = | S H n = 4. 
Š 


-a(i R), 5 n > 5, 
PAES 


á` 


m n> 5 Bm, dH 


dz — 全 一 名 dy 一 x= 
| Ke 
/er ri s e s 
得 出 
n- dz 
-m= Í — d _ 
-Ke TS a EF e 


da (8.3.17) 
n 4—n 

< 人 ppe- = gaged , Hno. 

` n=4 f 


$ ho F (et py = f s + Ty 
e+ R? R ) 


=s. [m M 十 更 
< 2, |1ne| + 2w In (1 + R2), 3580 < < 1. 
H 0 <á <1, 同上 计算 可 得 
dz e + ó2 á2 
> c In t _ 
> fho Can zaa ( r a) 


> waline- %o (2|Inó| + 1), 340 < <1. 


于 是 得 出 
[J — 2w4| Inel | <'2w4 max{ln(1 + R2),2|In á[ + 1}, 
W 0<e8<1, n =4. (8.3.18) 


由 (8.3.15)~(8.3.18) 得 出 (8.3.10). 
(8.3.11) 的 证 明 对 (8.3.8) 微分 得 
Due(z) = Dn(z) __ (n. _ 2)(z)z 


(e+ |a) (e+ lee) 
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因而 


a) = — IDn) — Ezale) y, ya (mz 
je 


H (8.3.12) 得 
2 |zË 
tn -2) 人 [ET 


_ n2 yl? _ "= 
=€ a-a f enro e ° IIDU||. 
由 上 面 这 两 个 式 子 及 (8.3.7) 得 出 


(DulB — "> DUI | 


|Dn(z)P _ n| f az Dn(z) ,, 
< | Cria tz + Aln 2) Í" (+ 


二 J ti p+ D Ja C+ Is: < 


<C? f — de __ oel _ 
 JBatn)vum, (0 (Etle)? Baloj gsto) (Etle)? 


nof Pd o yaf ea 
tln _2) hs (+ |Ë + (2) hs (e + ly 


+2(n—2)C 


R _n— R 
Fa 一 1Gy r" dr 
2 — 
< C na, f T = 十 2(m 一 2cnon Í aai 


p^ti Zdr 


Hn — 2P nwy [= 


R R 
= canun Í r3-_"n qr + 2(n 一 2)cnun | r2—_" dr 
Š é 


Oo 
+(n —2)2no, 上 rl dr 
Š 
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n 2 7 £4—te d-n 2n(n 2) 3—n 8 一 位 
— _ 一 — wC i 一 
Qa C (ó R )+ Wy ( R ) 


一 +t(n 一 Zjum", 34 n > 5, 


4w4C? In 3 + 182 /C(6 "l — R!) L82026 2 n=. 


由 此 得 出 (8.3.11). 
这 样 一 来 ， 当 7%n>5 了 时， 由 {8.3.4), (8.3.9)~{8.3.11) 得 出 


n-4á 


IIDU||2 "F ~ AKie- + O(1) 
Q € = n-i 
alue) I Fol 


_ JDUB- AKie + O(c) 

= oE 0) (n > 5). 
因此 ， 利 用 (8.3.13) 得 出 

Qali) — S +AKI IIU Ilze 
lpvlB -Ke + Ole") _ DU A 
IIUI- + O(eš) TIN 
_ IEIR- Oe ) — (IDURO?) + AK Olt) 
(IUH. + O( e? U 


=0({ 7), 38 n > 5. 
由 此 知道 ， 当 n> 5, 即 C > 0 时 ， 存 在 eo 使 得 


中 一 人 


te) — S 一 == > 
PUIT AKUR? = O(e"2°) < AKUNG, 


24 0 < e < €o. 
这 就 证 明了 
Qalu) — S <0, 0<e<e (n > 5). (8.3.19) 
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X n=4 if, H (8.3.4), (8.3.9)~(8.3.11) 得 出 
IIU||2. e~! + O(e) 
= [DUI — 2wsàel Ine] + O(e) 
| 上. + Ole?) 


Q. (ue) = 


利用 (8.3.13), 由 上 式 得 出 
Qx(u,) — S + 2u4A||U||z2e] In el 


_ pv — 2w4àe|lne| + O(e) _ |IDU]Í2 — 2w4Ael] In e| 
IUIl- + Ot(e?) IIU|z. 


= O(e) (m = 4). 
由 此 式 知 道 ， 存 在 常数 K; > 0 ÉE 0 < e < 1 使 得 
Qalu) — S + 2w AllU lz elne < Kz, 54 0< < a. 


_ K2|[U 2. 


% = — exp ( 2 


); ea = mina,eə), 由 上 式 得 
Qala) — S + 2w AJU lz eÍ In e] 
< Kae < 24||U||s2e|1n |, 33 0 < 8 < es. 
由 此 得 出 
Qalu) < S, 40 <<< e (n = 4). (8.3.20) 


合并 (8.3.19) 及 (8.3.20) 得 出 ， 当 n > 4 时 ， 对 充分 小 的 < 及 由 
(8.3.8) 定义 的 函数 u. (z) E W2 (Q) 有 


Qalu) < S. 


由 此 ， 根 据 定 义 (8.3.5) 得 出 (8.3.6). 证 完 . 
定理 8.3.2 j n > 4. 对 任意 À € (0, à), 问题 (8.3.1) 有 (tr 
Jü) 解 . 
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证 前 面 已 经 说 明 ,我 们 只 需 证 明 满 足 定理 8.2.2 的 条 件 (8.2.10) 
的 函数 ve Wi’) 存在 ， 问 题 (8.3.1) 对 应 的 泛 函 (8.2.9) 为 


I(u) = Í t pu - Žu? - TI 


于 是 ， 对 任意 we W022(0) 及 t>0 有 
I(tu) = Se _ Be, 
其 中 
A= |IDul|2 — Allel > 0， B= |lu|i2:. 
由 初等 微 积分 及 (8.3.4) 知道 


SUpt>0 了 (tu) = maxe>o T(tu) 


1| A |? 1 z 
= Itl ape == | 去-| = TQ) G]. 


根据 引 理 8.3.1, 由 上 式 得 出 . 


inf pI(tu) = 1 | inf oa 
DuEWT ap) >D n |orvewi?(n) 
ERRA: FE OAE WHN) 使 得 

1 an 
sup Tliw) < m 

因为 |v| € WPN) HB IGJo|) = Ito), WERP ËJ v nf bL lel, 
即 满 足 定 理 8.2.2 的 条 件 的 v 存在 , 这 就 证 明了 问题 (8.3.1) 有 (Tr 
典 ) 解 . 

注 引 理 8.3.1 对 n= 二 3 一 般 是 不 成 立 的， 因而 对 一 般 的 三 维 


区 域 9 不 能 得 出 问题 (8.3.1) 有 解 的 结论 ， 但 是 ， 当 Q 是 三 维 球 
时 ， 可 以 证 明 S, < 5S,Y 和 > A 进而 得 出 问题 (8.3.1) 有 解 的 充 


要 条 件 是 Xe (Paa), 参阅 文献 [30]. 
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84 方程 -Au =u”! + f(z,u) 零 边 值 
问题 有 正解 的 条 件 


本 节 引 理 给 出 保证 定理 8.2.2 的 条 件 (8.2.10) 成 立 的 较 易 验证 
的 条 件 . 在 以 后 的 三 节 将 结合 本 节 引 理应 用 定理 8.2.2 得 出 具 临 界 
指数 半 线 性 椭 图 方程 零 边 值 问 题 在 不 同 维 数 下 的 一 些 正解 存在 定 
理 . 
” 引 理 8.4.1 RAR f(z,u) 满足 (8.2.2) 及 条 件 (gi) ~ (g3). 
如 果 存 在 介 的 非 空 开 子 集 o 及 函数 f(u) 使 得 


f(z,u) > fu)>0, V z €o, wu > 0, (8.4.1) 


有 F(u) = f EET 


71/2 _ 1 z7? 
lm e F Et s”lds = oo (8.4.2) 
e50 Jo 1+3 ; ` 


那么 满足 定理 8.2.2 中 条 件 (8.2.10) 的 函数 o FE. 
证 不 妨 设 Bs(0) Cw c Ba(0), 0 < ó < 1 < R, RRAK 
n E CF (w) 满足 


=f 当 z € Bs(0), 
TETI o se Rw, 


(8.4.3) 
0<) <1, vreR", 
|Dn(z)| < C = const, V z € R". 
° (z) 
kawa — 8.4.4 
O5 <la 4 
Welz) 
u. (z) = el (8.4.5) 
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我 们 来 证 明 : 4 € 充分 小 时 ， ve 满足 (8.2.10). 
由 (8.3.9) 得 出 


jeell2 — U [2e 二 


= [JiU||2. + O(e)]Ë |v 
0 0 
MEIZ- + O(e)] _ | 区 | 一 一 下 € —+ 0, 
因此 
URAIS = IVa 十 O(1). (8.4.6) 
H (8.3.9), (8.3.11) 及 {8.3.13) 得 出 
[Duel = S + Ole ). (8.4.7) 


当 n 二 3 时， 由 (8.4.4) 有 
E z = € 2dz = 
luci f [ue (z)|2dz < 


Br(0) € + lel? 


根据 此 式 及 (8.3.9), (8.3.10), 由 (8.4.5) 得 出 
Ol), 当 n=3, 
lel = 4 OtelIne)， 当 n=4, (8.4.8) 
Ol) 当 n2>5. 
令 X=||Doell8, 由 (8.2.9) 得 


2 z 
I(tu.) = = x, 一 > _ Í F(z, tve)dz 


(8.4.9) 
2 t?" 

< FTF => 一 co， 当 + 十 oo， 
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因此 ， I(tuj) 在 某 个 te(> 0) 处 达到 其 上 界 sup, ditve). 命 
Y, = sup I(tu,) = sup I(t,%,). (8.4.10) 
t>0 t20 
iE t, = 0, Me (8.4.10) Æ (8.4.9) 有 
sup I(tu,) = I(t,u,) = 1(0) = 0 < iss, 
t>0 n 
即 (8.2.10) 成 立 ， 以 下 设 t > 0. 因 Tltve) 25 t= t, 时 取 极 大 值 ， 


故 有 d 
pr = 0. 


因此 ， 由 (8.4.9) 得 


t X, — t _ Í f (£, tu yu, dz = 0. {8.4.11) 
由 此 式 及 条 件 (8.4.1) 得 出 X, > t? -2 Bp 
te < XT. (8.4.12) 
由 (8.4.7), 当 充分 小 时 有 
X, = ||Du.||2 < 25. (8.4.13) 


H {8.2.27), 对 任意 4 > 0 8 
|f(z,u)| < pu? T L Cu V (z,u) € Ü x [0,oo). 
由 此 式 及 (8.4.5), (8.4.12), (8.4.13) 得 出 


ES Í (T, teve jvedz < fe + C(u)z2]dz 
< JO n 


< Mt? + C(u)llol|2 < 25 + C(u)llx|i2. 
利用 (8.4.8), 由 上 式 得 出 


lim m Em): f f(z, te Ve )u.dxz| < < 215. 
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因为 u 是 任意 正 数 ， 由 上 式 得 出 
lim m TE f f £, tetejvedr| = 


HEA 
lim — 这 et tejycdz = 0. 


根据 此 式 及 (8.4.7), 由 (8.4.11) 得 出 


"2 = X. — = f f(z,tauue > S, 当 e —+ 0, 
EJO 


即 
k— S 当 e 一 0 (8.4.14) 


2 2" 到 一 马 
因为 函数 上 X- Z ERE [oxi] 上 是 单调 增加 的 ， 由 
(8.A.10), (8.4.12) 及 (8.4.7) 得 出 


y, = s x, — Ë - f Fiæte)dz 
e= oie De n Te 
< Lx -f F(z, tnejaz (8.4.15) 
[42 


= 3 +o") f F(z, teve)dz. 
由 (8.4.6) 及 (8.4.14), 对 充分 小 的 e 有 
[Welle < lla se, he > iS. 
由 (8.4.3) 及 (8.4.4) 有 
1 


LIC —— Y V E Bai). 
e a ss SBO 


利用 上 面 这 三 个 式 子 ， 由 (8.4.5) 得 出 


AF sz 
k > —< S Yc B(0), A=. 
(+ eF (0), A= oT 
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因此 ， 由 (8.4.1), Bs(0) c ú c Q R Fiu 的 单调 性 得 


f F(z, teve)dz > f Flteve)dz > Í F Ea 
Q B. (0) B, (0) (e+ F 


HI (8.4.15) Æ (8.4.16) 有 
1 n n=-żł AT 
< n toez) Í. (a (8.4.17) 


今 证 
n=2 


H, =" F Rasa dz — oo, 当 e — 0. (8.4.18) 
Bo ANA(e+|z 


先后 作 代 换 7 = 时 s R e= Antsa 得 出 
6 2-32 
H. = nun | F A) r” lq 
0 【E 十 72) = 


. á Ë — ==2 
Ae T 
= nesne | F Z= J sn _lds (8.4.19) 
0 


(e+ s2) 3 


n-ł 
pei -2 z 
= nwa Í F (E) ) s™ lds, 
0 1+8 


其 中 5= As, 5 8 > 1 W, HE (84.2), 由 上 式 得 出 


= __ 1 277 
H, > nun4sse f F (E) ) elds > oo, 
0 


24 e — 0 (Bl £ — 0), 
HD (8.4.18) 成 立 . 4 8 < 1 时 ， 由 (8.4.19) 有 


= // = N 
H, = non4se Í F (E) ) s" lds 一 mua ATE Zz, 
0 


(8.4.20) 
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其 中 
= ai z3 
` £ n- 
aef r (E) | 8 1ds. 


由 (8.2.29) 有 : Fe u) = f “f(z,t)di 满足 
0 
[Fæ u} <u” + Cus, V(r,u) € Rx {0,00). 


因此 ， 由 (8.4.1)( 注 意 F(u) 的 单调 性 ) 得 出 
3 -774 
KA < fi F (5) sn lq 
e$ s I 
sf z (a) ds 


< 去 
= core 人 -4 sn ds 


<ef(62 ne 所 ) + C(O ec 3 二 Lte? — gret} 


=i (e + CB). 


由 此 式 及 (8.4.20) 和 (8.4.2) 仍 可 得 出 (8.4.18). 
由 (8.4.17) 及 (8.4.18) 得 出 


(r 一 s3) e- < O(1) -H, > —oo, 2? € — 0. 


办 此 得 出 : 当 正 数 e 充分 小 时 有 


1 Th 
sup I(tu,) = Y, < -57, 
t20 n 


即 满足 定理 8.2.2 中 条 件 (8.2.10) 的 函数 v = v 存在 . 
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8.5 n(> 5) 维 情形 


定理 8.5.1 in > 5, 函数 f(z,u) 满足 (8.2.2), (8.2.3) 及 条 
件 (91) ~ (gs). 如 果 存 在 的 非 空 开 子 集 w, (0, +oo) 的 非 空 开 区 


间 了 及 常数 py > 0, 使 得 
f(z,u) 20, V(z,u) € o x [0,0%0), 


fou >£ > 0, V(z,u) € o x I, 


那么 问题 (8.2.1) 有 (古典) 解 . 


(8.5.1) 


(8.5.2) 


证 ice = (a,b) cC (0, +00), H (8.5.1) É (8.5.2) 有 


m 3 (zu) € Q x L, 
J(z,u) > f(u) = | 


0, 34 (z,u) Ew x ((0,co)N1), 


Fw= f sodz f rm0&=ac-a)=B>o, 4 u > c. 


因此 
ei z > B > z 
a) J>P gpa 
TĒ, 4 
e€ < min 人 
HA 
et < Dc- et < ur, 
从 而 有 


(8.5.4) 


(8.5.6) 


此 时 右 端的 积分 变量 。 < SLE) 由 (8.5.5) 有 


—4 
_ _ € 3 
1+3? <c ne 二 ， Rj Ipa 2 e". 


因此 ， 由 (8.5.6) 及 (8.5.3) 得 出 : 当 (8.5.4) 成 立时 有 


¿5 e == je naet 
f F (5) sn lqs > ef Bs" "| lds 


=2 "n IBe eli Dy oo, 当 e — 0(n > 5). 


即 引 理 8.4.1 中 的 条 件 是 满足 的 ， 因 而 定理 8.2.2 的 条 件 也 是 满足 
的 ， 从 而 问题 (8.2.1) 有 (古典 ) fa. 

例 1 当 n>5 时 ,根据 定理 8.5.1, 对 任意 > 0, 问题 (8.2.59) 
有 古典 解 4 € Ce (Ü). 

例 2 如 果 f(z,w) = f(u) € CT([0,o0)) 满足 


f(0) = 0, F'O} < X, (u) > 0, V = > 0, 


f 
a 2 =0 
{例如 Flu) = Au + pus, à € (0,1), p> 0, 1 <q < 2* — 1), 出 定理 
8.5.1 的 所 有 条 件 都 成 立 ， 从 而 问题 (8.2.1) 有 (ER) R. 
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86 四 维 情 形 


定理 8.6.1 jÜ n = 4, f(z,u) 满足 (8.2.2), (8.2.3) 及 条 件 
(81) ~ (ga). 如 果 存 在 Q 的 非 空 开 子 集 w 及 正常 数 u, A, 使 得 


f(z,u) 20, V (m,u) € u x [0,00) (8.6.1) 

及 下 列 两 个 条 件 之 一 成 立 ; 
f(z,u) > pu, V (z,u) € o x [0, A], (8.6.2) 
f(2,u) > pu, V (z,u) € o x [A,oo), (8.6.2) 


那么 问题 (8.2.1) 有 {古典 ) 解 . 
证 对 下 面 两 种 情形 分 别 证 明 条 件 (8.4.2) 成 立 . 
G) 当 (8.6.2) 成 立时 ， 我 们 有 

pu, 2 (z,u) € o x [0, A], 


f(z,u) > f(u) = | 
0, H (x,u) Ew x [A,oco), 


F(u) = f f(t)dt = f Htdt = pe, 34 u € [0,A]. (8.6.3) 
0 0 
当 0<e<42 时 有 


0 < A ei <et, 


Pe 


从 而 有 
e73 _1 ce- 和 _1 
€ 2 3 € 2 3 
ef dear nze f ar (Es) (8.6.4) 
此 时 右 端 的 积分 变量 s 满足 
s> Ait, 
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从 而 有 
€ Z 
l+ s2 


因此 ， 由 (8.6.4) 及 (8.6.3) 得 出 


<er? < A. 


È -4 £: -1 N 2 
ex 3 1 e 2 3 
> 二 上 | 一 一 一 d 
f rater ara) 8° ds 


_ h — s 
2 faa (+ 22 
< 一 要 


1 
上 十 82] atot 
1 


= E [aa ++ 


H 1 十 E- 1 
=+ tt 
4 1+A-ic~3 1l+e 1+ Ate? 
1 1 1 
B E2 十 2 € €3 
=Ë l! 
4 ss rial 


— eo, e0. 
(üu) 3 (8.6.2)! 成 立时 ， 我 们 有 


0， 当 (z=,u) €w x [0, A], 
f(z,u) > f(u) = | 


pu, 2 (z,u) €w x [4,20), 


Flu)= / f(t = f f(tdt= f “ptdt= La), u> A. 


如 果 , 
0< € < min (442, zz)» 

则 有 | 
1 L ¿h< — 

aa. € < (2A) ; € < JA’ 


(8.6.5) 


(8.6.6) 


从 而 


， 1< =, (8.6.7) 
拓 此 
t —ł4 (24) h t -4 
€ 2 3 € 
ef r [s] => f rà) se 
(8.6.8) 
此 式 右 端 积 分 变量 s 满足 


0<s< (2A) iet. 
由 (8.6.7) 及 上 式 得 出 


因此 ， Re .5) 得 出 


"(= 


al tet 1, 
s3ds 
f 3“ É. + (1 + s2)2 


1 (ay $e 
1+ z]. 


= # [i +a?) - Epea iei] 


H 1 1 
= $ ea + ze D+ iraa |- sz 


一 oo， 当 ee 一 0. 


这 就 证 明了 引 理 8.4.1 中 的 条 件 都 是 满足 的 因而 由 定理 8.2.2 知 
jË, PER (8.2.1) 有 (古典 ) 解 . 


例 1 n= 4 时 , 根据 定理 8.6.1, 对 任意 六 > 0 问题 (8.2.59) 
有 古典 解 c C2e (Q). 


例 2 W n=4,f(z,u)= f(u) € C'([0,oo)) 满足 
f(0) = 0, 0 < /'(0) < Xi, f(u) > 0, Vu > 0, 
KORP 


n+ u? 
(例如 ， flu) = àu + pus, à € (0,1), # > 0, 1 < q < 3), WER 
8.6.1 的 所 有 条 件 都 满足 ， 从 而 问题 (8.2.1) 有 (古典 ) 解 . 


87 三 维 情形 


定理 8.7.1 W n = 3, f(z,u) 满足 (8.2.2), (8.2.3) 及 (g1) ~ 
(gs), BEE ü 的 非 空 开 子 集 o, 使 得 


f(z,u) > 0, V(z,u) € w x [0,00), (8.7.1) 
„im, Hew = +00 (对 zew — 2), (8.7.2) 
那么 问题 (8.2.1) 有 (古典 ) 解 . 


证 记 fiu) = inf sew f(z,u), 则 


f(z,u) 2 f(u) 2 0, V(z,u) € w x |0, oo), 


由 此 知道 ， 对 任意 p> 0, 存在 4 = Aln) > 0 使 得 


EO > gy, 当 w > A. 


从 而 有 
F(u) > ñ, 当 u> A. (8.7.3) 
= 9 
€ < min (145, =) (8.7.4) 


-326 - 


时 有 
(24)-tle- <et, 1< Sane, (8.7.5) 


从 而 有 


(8.7.6) 


(2A)-t eÍ" t -4 i 
>e F ads. 
一 f 1 + 82 


此 式 右 端的 积分 变量 s < (24)-~1le- 和, 由 {8.7.5) 有 


_ 1 2 
1+s2 < A`? BB [ < J > A. 


内 此 ， 由 (8.7.6) Æ (8.7.3) 得 出 


-和 -4 š (Za) "1 2 
E 2 8 2 
ef (5) je mrap” 


(2A) e} 
=Ë arctgs — 
2 1 + 1+#ë|, 


1 A 2A) te~3 
= E = Cas, 一 £ l 
=> E, 34 e — 0. 
因为 & 是 任意 正 数 ， 由 上 式 知 条 件 (8.42) WE. HEM 8.2.2 及 
引 理 8.4.1 知道 问题 (8.2.1) 有 古典 解 . 

例 1 当 n=3 且 3<g<2 一 1=$5 时 ， 根 据 定 理 8.7.1, 对 


任意 n > 0, 问题 (8.2.59) 有 古典 解 u e C2=(D). 
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82. W n=3, f(z,u) = f(u) € C1([0,oc)) 满足 
f(0)=0, 0<7f(0 <, f(u) >0, Vu > 0, 
ONE 


z = +oo 
uto q 


(例如 f(u) = Au + put, À € (0,1) > 0, 3 < q <5), WEH 8.6.1 
的 所 有 条 件 都 满足 .从 而 问题 {8.2.1) HERR. 
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第 九 章 ”集中 紧 性 原理 与 具 临 界 
指数 的 拟 线性 椭圆 方程 


设 1<p<n,9 Ë R" 中 的 有 界 光滑 区 域 ，p* = — 是 
Sobolev A oz(D)JSZP (0) 的 临界 (最 大 ) 指数 ， 本 章 研 究 具 
临界 指数 的 拟 线 性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 

| —div(|Du|PÍ2Du) = ju?" -u + f(z,u), # Q šh, 
w = 0, 在 ð E, 


在 WiO 中 的 弱 解 存在 问题 ， 其 中 f(,0)=0, B 
f(z,u) 


u—oo l|" 一 2 


(9.0.1) 


= 0 


关于 ze 内 是 一 致 的 . 

第 八 章 讨论 了 有 具 临界 指数 的 半 线 性 椭圆 方程 ， 即 (9.0.1) 当 
p = 2 的 情形 .要 研究 一 般 的 具 临 界 指数 的 拟 线 性 方程 (9.0.1), 
第 八 章 的 方法 已 不 够 用 ， 需 要 引进 Lions P. L. 的 集中 紧 性 原理 作 
为 工具 ， 

讲述 集中 紧 性 原理 需要 用 到 一 般 测 度 与 积分 的 知识 .在 本 书 
附录 1 中 将 给 出 一 般 测度 与 积分 的 一 个 简单 介绍 ， 其 中 多 数 定理 
的 证 明 均 略 去 了 ， 关于 这 方面 的 更 完全 系统 的 知识 可 参阅 任何 一 
本 关于 测度 与 积分 论 的 著作 ， 例 如 文献 [10] 与 文献 [13]. 

本 章 9.1 节 给 出 集中 紧 性 原理 的 几 个 引 理 ， 9.2 节 讲 述 集 中 
紧 性 原理 ， 9.3 节 应 用 集中 紧 性 原理 研究 形 如 (9.0.1) 的 氢 线 性 本 
圆 方程 的 Dirichlet 问题 . 


91 几 个 引 理 


引 理 9.1.1 设 1<p<o, 序列 {uk} C L(A), u € rA). 
如 果 u, 在 LO) PARAT u, 则 对 和 任意 非 负 函数 peL”(R) 有 
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J thulras < inu. 三 spa (9.1.1) 
0 Q 
特别 地 有 
llul, < im, ,—lluslls- (09.1.1) 
证 因为 DPO) 的 对 偶 空 间 (LIY) 的 元 素 f 均 可 表示 成 
(参阅 文献 [9] 定理 2.33) 


flu) = f uudz, v € Lr (Q). 


如 果 u 在 LN) PAKAF u, B 
i P 
/ost 一 /do vy o e IP (0), p =T 
对 任意 非 负 函数 $ E L”), #£Estrh g ó = gfu u 8 L (Q) 
得 出 
f ux|u|P 2u dz >f |ju|P dz. (9.1.2) 
Q Q 


由 Holder 不 等 式 有 


f Pupas < ( Í puode)” ( Í Pear), 


对 此 式 两 端 取 下 极限 ， 利 用 (9.1.2) 得 出 


hPar < a... ( f pasaz)” ( Í tea) r. 


由 此 式 得 出 (9.1.1). 在 (9.1.1) 中 取 ó = 1 推出 (9.1.1). 证 完 . 
线性 空间 D(R") = CP(R") 是 一 个 不 可 赋 范 的 空间 ， 但 可 以 
在 其 中 引进 收 铺 的 机 念 . 
EX 1 设 序列 {$k} c D(R"), ó £ D(R"), 如 果 存 在 紧 集 
K C R" 使 得 
(i) supp(ék — é) C K, k=1,2,--.- ; 
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(ü) geir) 及 其 各 阶 导数 在 K E yI — 3 W Ak (z) RE. 
各 阶 导数 . 
则 称 {br} 在 DIR”) rhiirak-+ ó, 记 为 dk — é # D(RF") rH. 

定义 2 设 工 是 D(R") LEZER. mE 


$k 下 $, # D(R") 中 ， 
旭 必 有 


那么 ， 称 泛 函 了 在 D(R") 上 是 连续 的 . D(R") 上 的 线性 连续 泛 

HRA R" 上 的 广义 函数 或 分布 . R* 上 所 有 广义 函数 的 集合 即 

D(R") 的 对 偶 空 间 ， 称 为 R° 上 的 LARZA, 记 为 PD'(R"). 
对 u € LL (Br), 等 式 


T.(6) = Í š u(z)ó(z)dz, Vóep(R) — (9.3) 


定义 一 个 D(R") 上 的 线性 泛 函 Tu. BE prk >o EDIR) di, H 
定义 1 FERR K c Rn 使 得 
supp( Pk 一 向 c K (k = 1,2,.…), 

sup |ók(z) — (s)| 一 0， 当天 一 oo， 

r€ K 
于 是 ， 根 据 (9.1.3) 得 出 

Talón) — T. (9) < sup la) 一 ga Í lu(z)laz > 0, 
x€ K K 


34 k — oo. 


AiE, T, 是 连续 的 , 于 是 T. 是 Rn 上 的 一 个 广义 函数 . 由 5.3 节 广 
义 变 分 法 基本 引 理 知道 , 在 LL. (R") 中 不 同 的 函数 4 与 v 对 应 于 
DA(R") 中 不 同 的 广义 函数 工 5 To, BB LL, (R”) H DR") 的 子 空 
A V = {Tuju € ZLibe(R")} 通过 等 式 (9.1.3) 建立 了 一 一 对 应 关系 
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u Tu V 是 DR") HAFEN, PEE LRK T € D(R"), 
BREE u c DL. (R") 使 了 可 以 表示 成 (9.1.3) 的 形状 . 例如， 由 
等 式 

ju( 及 = Alzo), V ó e D(R") (9.1.4) 
定义 了 D'(R") 上 的 线性 连续 泛 函 ba M Sn € DP'(R"). 这 个 广义 
函数 f-。 通 常 叫做 Dirac 5 函数 或 简称 为 EA. 在 应 用 中 ， 常 党 
把 6 函数 5.。 形式 上 也 表 成 (9.1.3) 的 形状 ， 且 把 对 应 的 4 仍 记 成 
Szo, 即 把 定义 (9.1.4) 改 成 定义 


人 ifzjg(zjdz = ó(zo), V $ ED(R"). (9.1.5) 
此 式 中 的 广义 函数 ó,, 不 可 能 是 局 部 可 积 隔 数 . AANE gE 
Cg (Reo), W $(z0) = 0, W| $ € CP(R") = D(R"). 由 (9.1.5) 
得 
全 doc)glcjdz= f š, (a)0(a)de = 0, 
R” {z0} R” 
Y é e CFR {z0}). (9.1.6) 


如 果 dzo (z) € Lk (T), 利用 5.3 W LEHER, H (9.1.6) 
得 出 
fs 二 0， ae. 在 R"\{zo} P, 


从 而 有 
Š, 二 0， ae. Æ R" rh, 


于 是 
Í 6 (2)6(z)dz = 0, v $ e CP(R") = D(R"). 
这 与 (9.1.5) 矛盾 . 这 就 证 明了 如 。 不 是 普通 的 局 部 可 积 函数 . 


引 理 9,1.2 设 1<p<g<ooA 与 77 是 Ba 上 两 个 有 界 测 
E. 如果 存 在 正常 数 C 使 得 


(f. øra)" =C ( 人 ' lap) , , YVEL”(R”)}, (9.1.7) 


则 存在 最 多 可 数 个 指标 的 集合 J, 不同 点 所 成 集合 (z;);e; C R" 
及 {vj]zey C (0,co), 使 得 


v= vb, KOPE ig. (9.1.8) 
j&J jEJ 
特别 地 有 E Ps < oo. 
jeJ 


证 对 任意 可 测 集 A, 在 (9.1.7) 中 取 特 征 函 数 2 — x, 得 出 
v(A)* < C(A)”, Bh wv(A) < Cpt at. 


TE pA) =0 时 必 有 v(4) = 0, BWE o 关于 测度 jp 是 绝对 连 
续 的 . 由 Radon-Nikodym 定理 (附录 1 定理 5) 知道 ,存在 非 负 也 
数 fe LR”, a 使 得 


v(A)} = f fdp. (9.1.9) 

采用 记号 . 
S = {z € R"|f(2) > 0), (9.1.10) 

XA) = A4 门 3). (9.1.11) 


由 (9.1.9) 及 (9.1.10) 有 
zl(4) = |, fant f f= J. a = v(a. (9.1.12) 
因此 ， 由 (9.1.9) ~ (9.1.12) 知道 ， 当 A(A) = HANS) > 0 tA 
vA)=v(A(NS) = finst > 0. 
也 就 是 说 ; 
当 (A) = 0 时 , VA AA) = 0. 


这 就 说 明 ， 入 关于 ” 也 是 绝对 连续 的 ， 再 由 Radon-Nikodym E 
H, FERRAR 9 e LR", v) 使 得 


XA) = f gdv. (9.1.13) 
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对 任意 区 E L>(R"), # (9.1.7) PR 9 = px 得 
(/ wwe)’ <c (f weas) 
因此 ， 由 (9.1.12) 及 (9.1.11) 得 出 
( Í. wra) <C ( Í. Pa) ,We C>(R). (91.1) 


今 记 


X(g<k) = X{zeR"|g(z)<k}s (9.1.15) 
vel A) = f ITF X(a<kydu. (9.1.16) 


IHEM $ € Lee (R"), W Y = gF xigcrh € L®(R") 代入 (9.1.14) 


得 
p ; 
( f kian ) <C ( f lo xGsnd) . 
R” Rs 
H (9.1.13) 有 dÀ = gdv, 从 而 ges dÀ = gtz dv. 因而 由 上 式 得 


1 1 
g P 
(S oran) sc (forse) 


=c (f. Pan ) “vee Zee(Rm) 
对 任意 可 测 集 A, DL o = x, 代入 上 式 得 
uk (A)$ < Cuy (A). 
由 此 知 
v(A)=0 或 (A) > C = ó > 0. (9.1.17) 


固定 k(k = l, 2e) 对 任意 r€ Rs. H (9.1.17) 知道 有 下 列 两 种 
可 能 情形 ， 
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(1) FE «= elx) > O 使 得 uk(B,(z)) = 0; 
(2) 对 任意 s>0 有 x] (B,(z)) > 6, 从 而 有 


uk((z)) = lm (B, (z)) > á. (9.1.18) 


因为 v 是 有 界 测度 ， 由 (9.1.16) 得 
vp(A) = sxsw < has v(A), (9.1.19) 


即 n 也 是 有 界 测度 ,因而 满足 (9.1.18) 的 点 z 最 多 只 有 有 限 个 . 
设 对 置 定 的 k, FE 0 < m(k) < oo 及 
z € R" 使 得 m(t} 2 ó, j= 1,2,-.- ,m(k), (9.1.20) 
且 对 集合 
V, = (z € R"|z Z 2f, j =1,2,--- ,m(k)) (9.1.21) 
A: 34 = € V, PH, FE c= elr) > 0 使 得 u. (B... (z)) = 0. 
对 任意 紧 集 C c Ve # C 的 开 覆 盖 (B... lec 中 可 选 出 C 


HERMA. 设 有 z1,… ,zy € C, e(z) =G = 1,2,… ,r) 使 得 
C C Ui- Be; (z). 从 而 


vO) < y (Be, (z;)) 一 0， 即 uk (C) =0. 


对 正 整数 i, 集合 


Cı = (z € R”| |z| < 4, lz — z#| > 


是 Wi PRERE, HA (C) = 0. 再 由 


Ccc, A y, = UG, 
i=] 
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得 出 
Vel Vi) = Vk (Č ci) = lim vk (G;) = 0. 

i=1 
再 令 " 

v= [Vr (9.1.22) 
则 由 V c Vk, k= 1,2,- # 

u (V)=0, k=1,2,... 

由 此 式 及 (9.1.16), 根据 Lebesgue #zigl e Em {附录 1 定理 8) 


[wf lim gr 7Xtz< 有 Gd 
y y k> = 


= Jm. f xusn = pm Yk (V) = 0. 
由 此 式 知 
9g 二 0，a.e. 在 V Ħ (>). 

从 而 由 (9.1.13) 有 

AV) = | gdr =0. 

M= f sw=0 
因此 ， 在 (9.1.14) 中 取 ó = x, 得 出 
wv(V)? < CA(V)? =0， 从 而 v(V) = 

TÆ, H V 及 的 定义 (9.1.22) 及 (9.1.21) 有 


R™V = R™ Vk = (RAO = = Ü [zt,'' ET aag = (z;);es, 


=1 k=1 
其 中 {zijiey 是 集合 Ü [ah ak a) 的 元 素 的 一 个 排列 ， 指 标 
集 J 包含 可 数 个 或 有 限 个 指标 j, 从 而 有 
v(R") = v(R"NV) +v(V) = > rliz). 


jeJ 


这 个 式 子 可 改写 成 
v= vós v = u((z;))- 


jeJ 
这 就 是 (9.1.8) 中 的 等 式 ， 取 nle) e C8°*(R") 满足 条 件 : 
n(0) = 1, suppn C B,(0), 0 < nz) < 1, V z € B. (0). 


IER €> 0, j € J, Æ (9.1.7) 中 取 ó = (T) 得 出 
wans (f h (==) D 
se (f. 


< Cu(B.(z;))°. 
在 此 式 中 令 e — 0 得 出 


u(([z;))y5 < Calie}. 


由 此 得 出 
uR’) > E iah 2 0 ve = OP Ds. 


J€J j€.J J€ J 
由 此 不 等 式 得 出 (9.1.8) 中 的 不 等 式 ， 对 任意 的 Je J, 由 于 z; € 
Uz (21, zea 根据 (9.1.20) 及 (9.1.19) 有 
0 <ó < xx([z;)) < keu((z;)). 
BN r 是 有 界 测度 ， 由 上 式 得 出 
u; = v({{z;}) € (0, 00). 


引 理 9.1.3[239| 设 p > 1. 如果 (uk) 是 LO) 中 的 有 界 序 

列 ， 且 
2 一 4 ae fE Q rh, (9.1.23) 
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则 有 


f |u; dz — f ju; — u| Pdz 一 f luPdz. (9.1.24) 
n ñ n 

证 先 证 明 对 任意 e > 0, 存在 常数 C. > 0 使 得 

lz + |P — lef] < efe + Cyl’, Yzy € R. (9.1.25) 


由 于 p > 1, 对 任意 ó > 0, 利用 Holder 不 等 式 得 
-les 7.4 v|” np- 
|z + yl? = = | < (Ir + || )ü +y 1 (9.126) 
=(1+ór)>—|z]P + or(1 + dr yp]. 
对 任意 se> 0, 命 5= (1 +e) —1]2 > 0, BI (1445 )P-1 = 1 +e, 
代入 (9.1.26) 得 出 
lz + yP < (1 + e)|z|P + Cly”, (9.1.27) 
其 中 
C, = [(1 + esr -111 +6). 
利用 不 等 式 (9.1.27) 又 有 
[zl? = |(z + y) + (DP < (1 + e)l + yl + C. |g|P, 
由 此 得 


lzi? — Iz +y? < — Ce 


l+e l+e 
将 此 式 与 (9.1.27) 合并 就 得 出 (9.1.25). 

因为 {w;} 是 Lp(Q) 中 的 有 界 序列 ， 由 (9.1.23) 利用 Fatou 定 
理 ， 可 设 


lP < e|z| + Cely, 


|z] + 


illl < M, llu; < M (¿=1,2,...), (9.1.28) 
其 中 M 为 正常 数 ， 命 
8;(z) = |u;(z)|P° — lu; (z) — u(z)] ~ lu(z)|. (9.1.29) 
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由 (9.1.25) 有 


[S| < | |(u; — u) + uf? — |u; — w|P | + jul 


(9.1.30) 
< eju; — u|? + Calul? + juj. 
再 命 
vej = (|S;| — elu; — u|P)*, (9.1.31) 
则 由 (9.1.30) 有 
0 < wes < (O, + Llu. (9.1.32) 


由 (9.1.23), (9.1.29) 及 (9.1.31) 知道 对 任 章 取 定 的 正 数 es 有 
be —+0, ae E Q (4 ;— oo). 
因此 ， 利 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 由 (9.1.32) 得 
/an (4 j — eo). 
H (9.1.31) 有 
[Ss] < vos Heluz — |P < veg + 2Pe(|u;|P + fuj). 


因此 ， 利 用 不 等 式 (9.1.28) 得 出 


/ S;dz <f |S;|dz 

n Q 

< f aa + 2e (f pulas + f Paz) 
n ñ Q 


< f waq +MP, 
n 


对 任意 取 定 的 正 数 。 由 上 式 有 


lim 


jo 


f ssa < lim f vejde + 2PH MPe = 2PT1 MPe. 
a 了 个 oo Jo 
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因为 6 为 任意 正 数 ， 由 上 式 得 出 


0 < Jim. Í sa < Him | Í sa =0. 
HH E 
从 而 有 
lim J Sidz = 0. 
了 oo Ja 
由 此 式 及 (9.1.29) 得 出 (9.1.24). 证 完 . 
9.2 集中 紧 性 原理 


本 节 讲 述 Lions P. L. 的 集中 紧 性 原理 ， 它 是 研究 具 临 界 指数 
的 拟 线性 椭圆 方程 边 值 问 题 的 重要 工具 . 

定义 设 序列 {us} c 天 (Rn H uk > O, ae. ÆR", p 
是 Rn 上 的 测度 ， 如 果 


f ouds f $a, vée LE) (Y oum), 


则 称 序列 {ur} 弱 收 襄 于 测度 u, 记 为 u, 35 p. 
定理 9.2.1( 集 中 紧 性 原理 )Ba 设 1<p<np*= E, 0 


z 
是 Rn 中 的 一 个 有 界 区 域 ，{ax]} 是 WEO 中 的 有 界 序列 , EN 
外 视 ur = 0, {un} 并 满足 下 列 条 件 


u — u 在 Wo”(R") 中 ， 
uk — u, fE L (R") 中 ， 
wr 二 在 Lr(R") 中 ， 
wk — wu, ae Æ R" h, 


(821) 
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|Dusl? 5 p, 
(9.2.2) 


jus |” 5v, 
其 中 u, v 均 为 R 上 的 有 界 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 那 么 
(i) 存在 最 多 可 数 的 指标 集 J 不同 点 的 集合 {fzjjjeyC R 及 
[u;) e; C (0,00), 使 得 


v = |u 十 >` Vidz; (9.2.3) 
JEJ 
.. A 
Gi) 存在 m > Svr 使 得 


Ë > [IDup + > Bjôz;, (9.2.4) 
jeJ 


其 中 5 28 Sobolev A W2J*(Q)S Lr (Q) 的 最 佳 常数 ， 即 
l| Dull 


ofuewar(n) lelli ` 


证 对 任意 $e C)(Q), HI A SEE 5.6.1 及 S 的 定义 (9.2.5) 


得 册 
(f our"as) sbs (f. Digna) 


s (人 pplpmpa) + (fporhulear) ， 


因为 uk — u Æ IP(R") 中 ， 故 有 


(9.2.5) 


(9.2.6) 


f lus Dé — u Dëé|Pdz < sup iper f [wx — ulPdz — 0, 
R” Rn Rr 

Yecla). (9.2.7) 
利用 Brezis-Lieb 5|% 9.1.3 得 出 


Í lur Dó|Pdz — f ju Dó — uDó|Pdz > f luDó|Pdz. (9.2.8) 
的 R” R” 


以 (9.2.7) 代入 (9.2.8) 得 出 
f lu, DólPdz — f juDëé|”dz, V é e C1(Q). 
R” R” 


É (9.2.6) H k — co, 由 上 式 及 (9.2.2) 得 出 


(fera) "s< (f. Mpa + [Í popluras) 
| v ë e (9). (9.2.9) 
(1) 先 讨论 4=0 的 情形 .此 时 (9.2.9) 成 为 
(f. Mid ” S$ < (f. ida) i , V óe Cl(Q). (9.2.10) 
我 们 来 证 明 (9.2.10) 中 的 不 等 式 对 任意 é e L°S(R") ERY. 由 


附录 1, Lusin 定理 2 及 其 注 ， 当 6 € L= (R°) 时 ， 对 任意 e > 0, 
存在 po € C(R") 使 得 


sup |éo(z)| < sup |é(z)| = lléll.<, 
ZER" TER” 


且 对 集合 
A= (z € R"|éo(z) # #(z)) 
有 
Mas (aT) O < Caie) 
因而 有 
( we — eras) < (f wm- gdn)” < 2lløliontA}È < £. 
(9.2.11) 
同 理 
( 人 lo- gr'a) < 到 (9.2.11) 


` 343 ， 


WKM n(z) € Co (R) 满足 
34 z€, 


n(z) =1, 
fir H = pon € Co (R"), JJ ¢ — go € L° (R")(1C(Fr), BA 


f h ~ é#o|P|Duy|Pdz = f lý — #o|P|Dus|Pdz = 0. 
R" RA 


根据 [Du 5 的 定义 有 
Í lý — ¢olP|Dus| Pde — f Ip — ofrap, 
Rn R” 
(9.2.12) 


因而 有 
/Wgordp= 0 


同 理 有 
W 
AH ë € Co(R"), 由 地 的 一 致 连续 性 ， 存 在 ho = hole) > 0, 使 得 
lw(z) — W(y)| < e(2max{a(R")? ,v(R") y, 
(9.2.13) 


(9.2.12)' 


当 z, € R", |z — y| < ho. 


根据 (5.2.2), 对 v 作 关 于 平均 核 (5.2.1) 的 平均 函数 


加 人 = pnts -yplWdye CPR"). (9214) 


X h < homt, H (9.2.14; 及 (9.2.13) 得 出 


ala) - WG) = | pre Da- woas 
<Í enle- WW) = w(e)ldy 
| h 


€ 
ae 
2n(R")? |y—z|<h 


_ € 
2u( RJE 
. 343 ， 


由 此 知道 
(f. lalz) 一 woa) < > 34 h < ho. (9.2.15) 
同 理 可 得 
( f wm 人 人) 一 va'a) > < > 当 h<ho. `“ (9.2.15) 


由 (9.2.11), (9.2.12) 及 (9.2.15) 得 出 


( Í wa- aan)” ; 


< (f_at) -varap) + +( Í va- (ea) 


+( Í esa) tapan) 


€ € 
一 一 一 < N 
<y+0+; e, 4 h < ho 


同 理 可 得 
( f [ón (z) — Pz) dr < e, 4 h < ho. 
R" 


这 就 证 明了 ， 存 在 (óJ) = {pr} c Ce (Rr) 使 得 
lg; — Allerg s = fhr: — Allerru — 0, H ç oo (hi — 0), 
llb: — Plier cerny = lbn: — pileren > 0, 25 ¿ — co (hi — 0). 

因此 有 
| lle:lleecre u > {lelle uj 35 í — oo, 


Ilil cnay > heller iey H í — eo. 
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(9.2.16) 


由 于 (ó) < C$ (R"), 由 (9.2.10) 有 
lll" (Ra, S? < lgillertarsy, i= 1,2, 
在 此 式 中 令 ; — oo, 利用 (9.2.16) 得 出 
lléllx=- rns? < lellere) 


即 (9.2.10) 中 的 不 等 式 对 任意 ó e L°S(Q) 也 成 立 . 因此 , 利用 引 理 
9.1.2 得 出 : 存在 最 多 可 数 个 指标 的 集合 J, 不 同 的 点 集 (z;);e; C 
R” 及 {vj}jey C (0,oo), 使 得 
r= Y vjs; > SY wh/? gd,,. 

JEJ jeJ 
Ku; = su, 则 z > Pjes tijds; 这 就 证 明了 定理 当 w=0 是 
正确 的 . 

(2) 现在 再 讨论 一 般 情 形 . f ve = uz — wu, 则 由 (9.2.1) 有 
vk 一 0， 在 Wo” (Rn) rh, 


vk — 0, E LP (Rh) 中 ， 
(9.2.1) 
vw —+ 0, Æ LP(R") 中 ， 
ve 一 0，a.e. 在 RF" 中. 
由 (9.2.1) 的 前 两 式 知道 {|Dvx|?} 及 {losl} 都 是 LR) 中 有 界 
的 非 负 画 数 序列 ， 由 附录 1 定理 9 得 出 ， 存 在 [oJ 的 子 序列 ( 仍 
记 此 子 序 列 为 Tu) 及 有 界 测度 及 5, 使 得 
| [Dos 5 g, 


lvx P" 5p. 


(9.2.2) 


(9.2.17 及 (9.2.27 说 明 序列 {u} 符合 上 面 已 讨论 过 的 情形 (1), 因 
而 存在 最 多 可 数 的 指标 集 J, 不 同 点 的 集合 {r;e 及 {r} C 
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_ _ 4 
p= >》 viéz;, B > Y us u; 2 Su . 
jEJ jEJ 


由 Brezis-Lieb 3|% 9.1.3, 对 任意 $ € L° (RP) NCAR") 


Í, ' Ipul? dz 一 f . jóv? dz 一 Í . | 和 2 de. 


而 由 (9.2.2) Æ (9.2.27, 根据 定义 有 


f luar > Í A, 


pe . 
J aaa f as. 
H (9.2.18)=(9.2.20) 得 出 
P' du — rdp = p" lul" dz. 
f rw- f a= f ruras 
因为 ó € LSe(Rn)[1C(Rn) 是 任意 的 ， 由 上 式 知道 
v — p = |u”. 


H (9.2.21) 及 (9.2.17) 得 出 (9.2.3). 
Hz n(t) € C1([0,oo)) 满足 


1， 当 0<t< 3 
n(t) = 
0, “r> 1, 
0<) <1, W3, Yt e {[0,20). 


对 任意 s > 0,7 € J, € (9.2.9) 中 取 A(z) -7( 
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£ 


|z — z;| 


(9.2.17) 


有 


(9.2.18) 


(9.2.19) 


(9.2.20) 


(9.2.21) 


(9.2.22) 


) ; 再 利用 


Holder 不 等 式 得 出 


vp St = v((z; p) st 
< (Lh) =). = 
< (f. (820) a) (人 
susen (=H) 


利用 变数 代 换 = = z; + ey 及 (9.2.22) 得 出 


f w (E) 1 e= f ' 
mm £ € B,(0) 


其 中 wn 为 n 维 单位 球 的 体积 ， 以 此 式 代 入 (9.2.23) 得 出 


Dorma i 


y (521): 
w)? (fera) 


(9.2.23) 


1 n 
z "dy < wn, 


P 
u? SP < n(B.(z;))* + 32 (/ mo'ae) . 
B. (z;) 
Q ex0, 由 上 式 得 出 
vy St < allah, YjEJ, 
MEERI 2 S, > WJ € J. (9.2.24) 


因为 {Dur} 在 LPN) PARAF Du, 由 引 理 9.1.1, 对 任意 
ERAM o € L”(R”) 有 


f p|Du| dz < lim f e|Duk|Pdz. (9.2.25) 
Re k—oo R” ` 
H Dur P — u 的 定义 有 


f zlpwrdz — f pdu, Ye E€ LP{R”)NC(R"). (9.2.26) 
Rn Re 
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合并 (9.2.25) 及 (9.2.26) SUB. WTEEdEGf P 8 p E€ LR) N 
C(R") 有 
f e|Du|dz < f pdp. (9.2.27) 
R” R» f 
今 证 明 (9.2.27) 对 任意 非 负 函数 p 8 LO(R) 都 能 成 立 ， 设 
p € Leo(R") B y > 0 ace. ÆR 中. HER e >o, 利用 积分 的 绝 
对 连续 性 ， 存 在 4 = ó(e) > 0, 使 得 


Í IDujpdz < —° E 4E C R”, m(E) < ë, 
其 中 m 为 Lebesgue 测度 ， 由 附录 1, Lusin 定理 2 及 其 注 知 道 ， 


对 R" 上 可 测 函 数 o, 存在 p ECUR) 使 得 ， 
#& F = (z € R"|e(z) £ %(z)) 满足 
m(F) < ën (F) < TING 
sup |p(2)| < sup jg(zj| = Ill: 
z€ R" zER” 
因此 lp| € L”(R°)OC(R”), BEE 


| [ lel Dupas- {wlpulras 
Rs 


< ave 人 |Du|Pdz < £, 


|f es Í vas save f dn <e. 


这 就 证 明了 ， 对 非 负 函数 y e Lee(R"n), 存在 {p} c Zn 
C(R") 使 得 


f lpxl|\Du Pdz — f YlDulPdz, k» oo, (9.2.28) 
R” R” 


f [prlde 一 f ydy, Hk — co. (9.2.29) 
R” R” 
对 于 [pkl E LO(R"°) A C(R”), 在 (9.2.27) 中 取 e = [pxl 得 出 
f iesllDuPas < Í lesa. 
R. R" 


HERG ko 取 极 限 ， 并 利用 (9.2.28) 及 (9.2.29) 得 出 
fpupar < f ydp (9.2.30) 
R” R” 


XHE Ef 8 y c Zee(R") 均 成 立 ， 对 任意 可 测 集 A, 取 多 为 
A 上 的 特征 函数 代入 (9.2.30) 得 出 


Í Dude < ma). 
A 
对 任意 可 测 集 ACR, 由 上 式 得 出 
H(A) = ANfzijye7) 二 MnTfzije7) 


>f IDu|Pdz + (AN {zx;}ser) 
A\{zj}ier 


三 f. |Du|" dz + H(A mn {zs er), 


由 此 得 出 
MR") f |DuPae+ F pliz). 


ieJ 
根据 (9.2.24), 由 上 式 得 出 


P > [Du]? + S pybzss 
JEJ 


其 中 uj > Suf. ER. 
93 具 临 界 指 数 的 拟 线性 椭圆 方程 
设 1<p<n,0 是 Rr 中 的 有 界 区 域 . 本 节 证 明 具 临界 指数 
的 拟 线性 椭圆 方程 Dirichlet 问题 
| -Apu = —div(|Dul*-2Du) = [u 2u + Alu u, E9 rh, 


u=0, 在 an 上 ， 
(9.3.1) 
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在 WOPO) REFARI, E p* = 二 E Sobolev RAE 


理 5.6.1 的 临界 指数 . 

类 似 于 3.5 节 的 讨论 ， 我 们 先 对 p-Laplace 算 子 Ap 的 特征 
值 问题 建立 解 的 存在 定理 恕 下. 

定理 9.3.1 设 1<p< co. 特征 值 问题 


—Apu = —div(|Du|P2Du) = Aju Pu, # Q p, 
(9.3.2) 
u = 0, 在 on +, 
fE R x Wo” (Q) PAR (Au), w #0, 其 最 小 特征 值 为 


Dulk _ 


1 一 ， 一 [Du P > 0, (9.3.3) 
ozuew?(n) lelli sewin ni uo | i 


对 应 于 入 的 (广义 ) 特征 函数 u € W P(Q) 满足 


上 |Du|°”2Du - Dédz = à Í lu ugpdr, Y $ € WP (Q), 
(9.3.4) 
H E A 3⁄8 n PA Hz RR dË f A $r 
证 HIKATE3E 561 存在 常数 C > 0 使 得 


llull < C|Dull,, Y u € Wo” (9). 


因此 
|lDuilg 
ileile 


从 而 可 由 (9.3.3) 定义 实数 值 Xi, 它 满足 


>C, Vuc Wr?(n). 


à > C? > 0. 


由 入 的 定义 (9.3.3), 选取 极 小 化 序列 


[uz] C WozfQ) lurli = 1 (k= 1,2,...) (9.3.5) 
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使 得 

dim NDuxlls = 为 (9.3.6) 
由 (9.3.6) 知道 {Dusil} 是 有 界 数列 ， 即 {u} 是 空间 Wira) 
中 的 有 界 集 . 由 定理 5.7.1, WEPOS LO) ERRA, Ai {ur} 
是 LO) 中 的 列 紧 集 ， 从 而 存在 we L 及 tuk) 的 子 序 列 ， 此 
子 序列 仍 记 为 {ur}, 使 得 


uku, Æ E(N), (9.3.7) 
Hik, HE (9.3.5) 得 出 
Hall, = 1. (9.3.8) 
iH (9.3.3) 有 


liDvll? > Alel, Yv € WEA), 


p p 


> À 


Dug + Du 
> (9.3.9) 


tk + ui 
2 


H (9.3.7) 及 (9.3.8) 又 有 


tk + ttt 


1 1 
u| < giles -ulle + gilu — uilp — 0, 8 k,l — eo, 
P 


tk + u 
2 


> |lu = 1, ™ k, — oo, (9.3.10) 
P 


由 Clarkson 不 等 式 (参阅 文献 [9] 定理 2.28) 


Dur + Du |” I| Dug- Dul .1 1 
Hek ' kM < PLL p 
+ |P] < giog + goug, 
38 2 < p < eo, 
Dur + Du)? | Dus — Du: |” /1 1 s 
p= | + | < (Gloup puls) , 
P p 
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当 1<p<2 
及 (9.3.9), (9.3.6), (9.3.10) 得 出 ， 


当 2<p< oo 时 有 
— P 
27P||Dur — Dul = | Du — Du 
2 
P 
1 P 
< šllDullE + slpulp— x | + P: 


p 


S IM+iX-NSO 当 k,l — oo, 


当 1<p<2 时 有 
_ , Duy 一 Du P 
27 ||Dux — Du ||? = | — 
p 
1 1 E z Duz + Du ||? 
< (Spunlly + zipu) 一 和 好 一 > 


P 


> (iaia) -a7 =0, 当 k,l — oo. 
因而 对 1<p< o 均 有 
lIDux - Duills = 0， 当 ,1 00. 
这 就 说 明 (uk) 为 WEO) 中 的 Cauchy 序列 ， 且 由 (9-3.7) 得 出 
Duy > Du Æ P(N) P, 3 k — eo, (9.3.11) 
u € W2°P (Q). . (93.12) 


由 (9.3.6), (9.3.11) 及 (9.3.3) 得 出 


IIDs|E 


liDull? = À: = . 
P ozvewar(n) |lo||P 


(9.3.13) 
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因此 ， 对 任意 ó e W (Q), H (9.3.12) 4 u + tó € WEP), 从 而 


Xj PA 3⁄ 
_ ||Du + tD¢llp 


g(t) = Jerte ， (9.3.14) 
由 (9.3.8) 有 
DuliP 
M = pug = Lego) = igote). — — (345) 
因此 必 有 
g'(0) = 0. (9.3.16) 


以 (9.3.14) 代入 (9.3.16) 经 计算 得 出 
f Du Du: pedz f kipas — Í (Dujas | u -ugas =0, 
V ó e W2 (9). 
由 (9.3.8) 及 (9.3.15), 上 式 可 改写 成 
f |Dxu|P”2Du - Dódz = M f uP- ugde, Y ó € W” (Q). 
a 全 


此 式 即 (9.3.4). 根据 (9.3.15) 及 Xi > 0 SUM u Z 0, 从 而 à A 
题 (9.3.2) 的 特征 值 ， 且 对 任意 实数 天 夭 0 ku 为 对 应 于 À, 的 特征 
函数 ， 关 于 à 是 最 小 特征 值 及 对 应 特征 函数 u p PLE RR Ea R 
数 的 证 明 类 似 3.5 节 相应 结果 的 证 明 . 

Ë p-Laplace 算 子 的 特征 值 问题 (9.3.2) 有 特征 值 的 无 限 序 
列 {Ar} 满足 

M<) <. LAL, 
lim Àk = oo. 


k> 

这 一 结果 可 参阅 文献 [28] 定理 5.3, 定理 5.4. 
由 (9.2.5) 定义 的 Sobolev A W4'P(Q)S L" (0) 的 最 佳 常数 
|| Dull 


= i P 9.3.17) 
oguewi?o |l|uliP- ( 


- 853 . 


与 区 域内 EX, H> Q = R" 时 ， (9.3.17) 定义 的 下 确 界 S hA 


数 
Ç 


(+k) 
达到 , 参阅 文献 [36]. 因此 , 我 们 可 以 把 关于 W (Q) 的 引 理 8.3.1 
推广 到 W) (Q) 中 去 . 
引 理 9.3.2 设 1< 六 <n, 对 有 界 区 域 人 CRr 命 


llDully — Allalli 


(e > 0) (9.3.18) 


= 9.3.1 
Q (wu) a 3 ( 3 9) 
S= inf Qalu), (9.3.20) 
ogueWw P(n) 
则 有 
M <S, VA>0. (9.3.21) 


iE 因为 Qs(w) 在 坐标 平移 下 是 不 变 的 , 不 妨 设 Bs(0) c.Q c 
BR) 0 < ó < 1 < R. 选取 满足 条 件 (8.3.7) 的 截 割 画 数 (z) e 
cs (9), f w" 

— E 
u (z) = (et ale F (9.3.22) 
{h {8.3.9)~(8.3.11) 的 证 明 可 得 ， 当 se 一 0 时 有 
Ilue. = ie 有 +00), 


np > 
llu,|i2. -{ Fe s +0(), Sn>p, — (9.328) 
Kzline| + O(1), li n = p2, 


l| Duci = IDU |£- "7" + O01), 


其 中 Kio K; 为 正常 数 ，U 335 Q = R 时 达到 下 确 界 (9.3.17) 的 


函数 之 一 : 
1 


U(s]= ——— — 
= Ty 


. 354 . 


以 (9.3.23) 代入 (9.3.19) 得 出 估计 :对 充分 小 的 < 有 


I AKaer-!, 当 n > p2, 
Qalu) = 5+O(le > )— _ 
AKE P |lne|， 24 n=, 
其 中 Ks, Ks 为 正常 数 . 因此 , 4 X > 0 时 , 取 e 充分 小 , 由 (9.3.20) 
可 得 
S, < Qalu) < S. 
证 完 . 
应 用 集中 紧 性 原理 ， 可 将 定理 8.3.2 JA p = 2 推广 到 满足 1 < 
P < n 的 任意 p 而 得 出 下 面 的 定理 . 
定理 9.3.3 设 1<p?<n, 和 是 由 (9.3.3) 定义 的 在 WPO) 
上 p-Laplace 算 子 的 第 一 个 特征 值 . 那么 , 当 0 < À < M PF, 问题 
(9.3.1) 在 W” (O) 中 至 少 有 两 个 符号 相反 的 非 平 凡 弱 解 tu, B e 
中 一 个 是 非 负 的 . 
证 由 和 的 定义 (9.3.3) 有 


Duli > Alullp, Vuc WEP) — (9324 
由 S 的 定义 (9.3.17) 又 有 
[Dul > Sijui, V u € W2°P(Q). (9.3.25) 


因此 ， 当 0 < 入 < 和 1 时 ， H Qalu) 的 定义 (9.3.19) 得 出 
XA1 — AlDuils À || Dul — A: lfel]g 


D= S uU a HSE 
> uàs >0, VueWo (Q. (9.3.26) 
于 是 数 集 
{Qa lu) lu € Wo?(N)) 
AFA. 根据 (9.3.20), 取 极 小 化 序列 {ur} C WEP) 使 得 
lurli = 1, k =1,2, >, (9.3.27) 
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Q. (uk) = Dull — Mlluk|2 —> Sas 24 k—oo. (9.3.28) 
H (9.3.28) 知道 ， 存 在 ko > 0 使 得 
Qalar) = Duli? — Mlus|Ë < SA+ 1, 当天 > ko. (9.3.29) 


由 (9.3.24) 及 (9.3.29) 得 出 
{ài — NI Dull 
= Mt{||Duslly — Aljeri) — All Dua || — Xlheslls) 
< A(llDukllg — AlluellE) < (S +1), 23 k2 ko. 


由 此 式 知道 人 Dusjlp} 是 有 界 数列 ， 即 {ur} 在 WEO PER. 
由 嵌入 定理 5.6.1 及 定理 5.7.1 知道 {us} 在 L (Q) 中 有 界 而 在 
LO) 中 为 列 紧 的 . 利用 空间 wW) 及 L” (Q) 中 有 界 集 的 羽 紧 
性 (参阅 附录 3) 及 附录 1 定理 9 得 出 ， 存 在 有 界 测度 p u, 函数 
u € W” (Q) 及 {ur} 的 子 序列 ( 仍 记 此 子 序列 为 {ws}), 满足 条 件 
(9.2.1) 及 (9.2.2). 因而 由 集中 紧 性 原理 (定理 9.2.1), 存在 最 多 可 
数 的 指标 集 J 不同 点 的 集合 (z;);e; C R” 及 {rhes C (0,oo), 
使 得 


v = |u?" + y` F;ó;;, (9.3.30) 
jeJ 
u> Du + 3 ny, B; > Sv. (9.3.31) 
jet 


由 (9.2.2) 知道 
上 ` IDu,Pdz > Í pap, ó € I~(R")f CR"), 


人 juk |P ar 一 Í, de, ġEL”(R") ANCR’). 
在 此 两 式 中 取 ó = 1, 且 由 (9.3.27) 得 出 


J para > f dn= uR"), (9.3.32) 
R" Rr 
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1= f luy|” dz > f dv = v(R"). (9.3.33) 
Ba R” 


由 (9.3.28), (9.3.32), (9.2.1) 及 (9.3.31) 得 出 
Sa = lm, (J Duk||E — XuxllE) = p(R") — Aleli 


> f [Dul?dz 十 5 Sv — Allulls.. (9.3.34) 
R" jeJ 
由 (9.3.33) 及 (9.3.30) 有 
=v(R") = P d ;. 9.3.35 
1= (Rn) = f lu +X (9.3.35) 
H (9.2.1), (9.3.27), 利用 fatou 定理 得 出 
lu = Í ua < bw, aras 
由 此 有 
Iluilp < 1. (9.3.36) 


由 (9.3.25) 及 (9.3.27) 有 
llDuxllp — Allus||2 > Slhuxlls. — Alux li? = S — X|jus||2. 
在 此 式 中 令 大 一 co 取 极 限 ， 由 (9.3.28) 及 (9.2.1) 得 
Sa > S — Allul. 
由 此 式 ， 根 据 引 理 9.3.2 有 
Allelië > $ — S, > 0. 


因此 lull Z 0, 从 而 lulle Z 0， 今 证 |lu = 1， 和 否则， 假设 
llul|y- #1, 由 (9.3.36) 可 设 


ilu]: = æ € (0,1). (9.3.37) 
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以 此 式 代 入 (9.3.35) 得 出 


1=a+t+ dv, 


jEJ 
由 此 知 


0<Y v=1-a<l,0<v<l, v jeJ. (9.3.38) 
ed 


由 (9.3.34), 8, < S 及 5 <1 得 出 


liDullp— Mlullp < Sa- SD Wr < 和 -So 


jeJ EJ 
P” 
<S, |1-Y 万 | =S = Salji.. 
jeJ 


此 式 与 S, 的 定义 (9.3.20) 矛盾 ， 因 而 我 们 证 明了 juj, = 1. 以 
lulle = 1 代入 (9.3.35) 得 出 J 为 空 集 ， 因 而 (9.3.34) 变 为 


S, > f |Du|Pdz — À f luļ?dz. (9.3.39) 
Q qa 
但 由 Sa 的 定义 (9.3.20) 及 |lullp- = 1 A 
5 < f IDul|Pdz ~ af ju Pdz, 
Q Q 


从 而 得 出 
Qalu) = mn Qal»). (9.3.40) 


T 0ZveWa" PIN) 
由 此 式 知道 ， 对 任意 函数 ó c WE) 有 
min Qalu + té) = Qalu + té)|:—o = Qalu), 
因而 必须 


SQ u + tó)|=o = 0. 
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E Qa 的 定义 (9.3.19) EALE, 经 计算 并 利用 lullo = 1 及 等 式 
{9.3.40) 得 出 


f |Du|? -2 Du - DGdz — À f juj ugdz — S, f juj” udde = 0. 
f; 中 E4 

(9.3.41) 
由 (9.3.40) 及 不 等 式 (9.3.26) 得 出 


| S, = Qalu) > 0. 


Dl u= S, Po 代入 (9.3.41) 化 简 后 得 
f [Dv? ?Dv. Dódz — À f jul 22 6dr 一 f le ?vpdz = 0, 
n p 2 


v ó e WP (Q). (9.3.42) 


此 式 说 明 w 二 SF 了 ue Wi?(9) 是 问题 (9.3.1) 在 空间 < Wl?(Q) 
PEBR. HF llul = 1v 为 非 平凡 解 . HF u 是 满足 (9.3.40) 
的 函数 ， 因 而 以 人 | 代替 u 后 (9.3.40) 仍 成 立 ， 因 此 u 可 以 取 为 
非 负 函数 ， 从 而 相应 的 v= SF Fu 也 就 是 问题 (9.3.1) HEAS 
解 ， 再 由 (9.3.42) 看 出 ， 以 (—v) 代替 v 后 (9.3.42) 仍然 成 立 ， 即 
(—v) 5 o 同时 是 问题 (9.3.1) Æ WPO 中 的 非 平 凡 弱 解 . 证 完 . 

应 用 集中 紧 性 原理 , KEF O 将 第 八 章 中 关于 问题 (9.0.1) 当 
p = 2 的 一 些 结果 推广 到 了 问题 (9.0.1) 当 2 < p < n 的 情形 ， 建 
立 了 几 个 在 Wi (O) 中 非 平 凡 弱 解 的 存在 定理 ， 
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附录 1 测度 与 积分 


本 附录 的 内 容 可 在 任何 一 本 关于 测度 与 积分 论 的 著作 (例如 
文献 [10] 及 文献 [11]) 中 找到 . 这 里 给 出 本 书 用 到 的 一 般 测度 与 积 
分 的 知识 简介 ， 其 中 多 数 定理 略 去 了 它们 的 证 明 . 

定义 1 R" 中 的 一 个 子 集 族 站 满足 条 件 : 

(i) Rr € 2; 

(ü) 如 果 AED, 则 ARE 

AS = RA = (z € R*|z Z A) € Y `; 


(ïi) 如 果 AE, j=l, 则 Uz 4; € È 
MRE 为 一 个 e 代数 . 

由 条 件 G) G) 可 推出 : 

(iv) FR EJ; 

(v) 如 果 AER j= 1,2,--., WJ (2, A; € 32; 

(vi) WẸ A,B € È, W AB = ANB < >`. 

定义 2 设 / 是 代数 和 上 的 一 个 函数 , 函数 值 取 在 [0, +00] 
中 ， 且 jy 是 可 数 可 加 的 即 对 2 中 任意 不 相交 的 序列 {A} 有 


h (č n) = Y H(A), 
j=1 j=1 
则 称 4 为 Re 的 o 代数 > 上 的 测度 . 

由 此 定义 推出 ， 

(a) 如 果 A,B € >, À C B, W (A) < yA(B); 

(b) 如 果 A; ex, j=12,.., 有 Ac A2C.., 则 


p Ë 4] = lim n(A;). 


j=l 


定理 1 存在 R" 的 og 代数 olR") 及 c(R") 上 的 测度 m, € 
们 具有 下 列 性 质 ， 

(i) R 中 每 个 开 集 属于 e( R"). 

(ü) 如果 AC B, B € o(R”), B m(B) = 0, 则 


AEoR"), H m(A) = 0. 


(ii) WRA = {z = (zl , Tn) |as < £i < bj, 了 一 1,2, ‘nh, 
则 
A o(R"), B m(A) = 了 [oo — a;). 
j=1 


(iv) m 是 一 个 平移 不 变量 ， 即 是 说 ， 如 果 A E olR"), z € R", 
则 


+A={r+yy € A) Eo(R"), H. m(z + A) = m(A). 


在 这 个 定理 中 ,co(R*) 中 的 元 素 叫 做 R 中 的 Lebesgue 可 测 
集 , 简称 可 测 集 ; m 加 做 Rr 上 的 Lebesgue WE. 对 于 A E c(R"), 
A ËJ Lebesgue 测度 m{A) 也 叫 敌 A 的 体积 , 也 常 以 meas A 或 |14| 
表示 ， 它 是 天 中 体积 概念 的 自然 推广 . 

定义 3 W ACR. MRAK f :A 一 RRU{-o0,+cc} 对 一 
切实 数 c, 集合 (z € 4|f(z) > c} 都 是 可 测 的 ， 则 称 f 为 集合 4 上 
HAAA. 

定义 4 设 上 是 olR") 上 的 测度 .如 果 对 所 有 有 限 区 间 


A = {z = (z1, ,Za)|a; < z; < bi t= 1 : ,n) 


HA H(A) < oo, MP £ A R” 上 的 Lebesgue-Stieltjes 3 HE. 
本 书 遇 到 的 测度 都 是 Lebesgue-Stieltjes 测度 , 并 简称 为 测度 . 
定义 5 如 果 BCACR", 且 jx(B)=0, 则 在 集合 入 B 的 一 
切 点 上 具有 的 性 质 P 叫做 该 性 质 P # 4 中 几乎 处 处 成 立 ， 记 为 


P ae. Æ AĦ (p). 


如 果 u 是 Lebesgue 测度 ， 则 称 P 在 4 中 几乎 处 处 成 立 ,并 简 记 
为 
P ae. ÆA. 
定理 2 (Luin) 如 果 f 是 R" 上 的 可 测 函 教 ， 上 六 是 R" 上 的 
测度 ， 则 对 任意 ó > 0, 存在 R 上 的 连续 函数 g 使 得 


uz € R"|g(z) # 7(z)) < ó, (1) 
sup |g(z)| < sup |7(e)|. (2) 
rzERn 2ER” 
注 在 定理 2 中 ,如 果 vw 也 是 R 上 的 测度 ， 则 对 任意 5 > O 
B. n> 0, ## F| — 83 g € CR) 使 得 (1), (2) 及 
zf{z € R"|g(z) # f(z)] < n 


均 成 立 (参阅 文献 [10] 定理 4.3.16 的 证 明 ). 
定义 6 设 ACR", 由 


1, zeA, 
x. (z) = 
0， 当 ze RNA 


定义 的 函数 x: R” — {0,1} 叫做 4 上 的 特征 函数 
EXT 设 AC R". 如 果 画 数 5 :4 一 有 的 值 域 是 有 限 个 实 
数 ， 则 称 3 为 4 上 的 简单 画 数 . 
对 于 4 上 的 简单 函数 S, 存在 有 限 个 实数 a1,…, am € R, 使 
得 
S(z) € {G1 an， V z€ A. 


此 时 有 
S(z) = X Xas (z), A; = (z € A|S(z) = a;), 


H S En 866 30 Ae k fF Al. Am 都 是 可 测 的 . 
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由 于 下 面 的 允 近 定理 ， 简 单 函数 在 积分 论 中 是 一 个 非常 有 用 
HIR. 

定理 3 ACH, KA f: A— R 那么 存在 简单 函数 序 
列 {Sk(z)} 使 得 对 每 一 ze 人 有 


Sklr) — f(x), 4 k — oo. (3) 


WI SRAR I, WAAR RRF S) 使 得 收 全 (3) 对 ze 4 
是 一 致 的 . 如 果 是 可 测 函数 ， 则 每 个 5; 都 可 以 选 为 可 测 函 数 . 
如 果 了 上 了 是非 负 的 ， 则 可 选 到 序列 {Sk} 使 得 {Sk(z)} 对 每 点 z € A 
是 单调 增加 的 . 

定义 8 设 4C R, HARTAR, p 是 R* 上 的 一 种 测 
度 . 对 4 上 的 实 值 可 测 画 数 ， 定 义 其 积分 如 下 ; 

(i) 对 4 上 简单 函数 S = X Xa; a; € R, Aj C A, A; 是 可 

£ 


WA, Hs X 
J saya = YC oma) (4) 


(ü) 对 4 上 的 非 负 可 测 闯 数 ， 定 义 
f f(z)dp = sup f S(æ)dp. (5) 
A a 


其 中 上 确 界 是 对 A 中 满足 0< SE) < He) 的 可 测 简 单 函数 S(z) 
取 的 . 

max(f,0), fs = 一 min(f,0) 都 是 非 负 可 测 通 数 . 如 果 下 式 右 端 至 
少 有 一 个 是 有 限 的 ， 则 定义 


f. f(z)dp = f A(a)da — f P(a)da. (6) 
当 H 是 Lebesgue 测度 时 , 通常 记 Sa f(x)dp = fa f(z)dz. 如 果 (6) 


式 右 端的 两 个 积分 都 是 有 限 的 ， 则 称 了 是 4 上 的 上 可 积 函数 或 
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1 在 4 上 jy 可 积 , 记 为 1 e L(A p). 当 p Æ Lebesgue 测度 时 ， 
简称 & 可 积 为 可 积 ， 并 简 记 LA, p) = L(A). 

(iv) 对 p> 1, 如 果 函 数 |w(z) 在 4 上 是 产 可 积 的 ， 则 记 为 
u € LP(A,p). LP(A, p) 关于 范 数 


lule = ( f tP) 


成 为 Banach 空间 ， 当 u 为 Lebesgue 测度 时 ， 简 记 L(A, p) = 
LP(A). 
# 1 对 非 负 简单 函数 ， 由 (4) 及 (四 给 出 的 两 个 定义 是 一 臻 

的 . 

注 2 非 负 函数 的 积分 可 以 是 +o. 

由 积分 的 上 述 定义 可 以 推出 下 列 一 些 性 质 : 

G) 如 果 Ag € (A,j)， 则 对 任意 实数 ab 有 (af + bg) 
Ee L(A p) H 


J esta) + az) = a Í ftd + f gajdy. 


(i) f(z) 在 A 上 是 p 可 积 的 充 要 条 件 是 ， |f(z)| 在 4 上 是 


二 可 积 的 ， 且 
| J Kertu < f in 


(Gii) 如 果 f(z) 在 4 上 是 p 可 积 的 ， 且 
f(z) 20, ae. Ah), 


则 有 
(a) fa f(z)dz > 0; 
(b) fa f(z)dz = 0 的 充 要 条 件 是 


fo 一 0，ae. 在 4 中 (六 . 


(iv) {积分 的 绝对 连续 性 ) 如 果 f e LY (A), WHEE e> 0, # 
E ó = ó(e) > 0, 使 得 


| Hae 


定义 8 设 A4 是 Fr 中 的 可 测 集 ，k 是 Re CHWE, fÆ 
A Fñ z 可 测 落 数 ， 如 果 存在 正常 数 M 使 得 


f(z)< M, ae. Æ À (u), 


则 称 了 在 4 上 本 质 有 上 界 , 式 中 M 的 下 确 界 明 做 了 在 4 上 的 
本 质 上 界 , 记 为 


sup f = ess supa f = inf{M € R|u(z € A|f(z) > M) = 0). 
A 


< 33 E Cc À E m(E) < ó. 


如 果 |f(z)| 在 4 上 本 质 有 上 界 ， 则 称 f X RRTAEM, 记 为 
fe Lm~(4,p). WEE L(A, u) 中 定义 范 数 


He = sup |f| = ess supalfl, 


则 L(A, p) 是 一 个 Banach Zf. 324 u 是 Lebesgue 测度 时 ， 简 
记 L®(A, u) = L(A). 

定理 4 设 上 是 R* LATAE, fer p) B f >0 
a.e. 在 R" 中 (uy, 则 


ALA) = d 
(4) ua " 
也 是 R" 上 的 测度 ， 且 对 任意 é e L”(R u) 有 


f Hotad Í. gd. 


EM 10 iu A J R" 上 的 测度 .如 果 对 一 切 可 测 集 
有 CR" 有 
M(A)=0, WI A(4)=0， 
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则 称 À 关于 u 是 绝对 连续 的 . 

下 面 葛 定理 是 定理 4 的 逆 定 理 ， 

定理 5 (Radon-Nikodym) 设 入 与 4 都 是 R" 上 的 测度 .如 
果 和》 关于 z 是 绝对 连续 的 ， 则 存在 非 负 函数 f ELR, u), 使 得 


A(A) = f f(z)du, V 4 可 测 . 


下 面 三 个 定理 涉及 积分 与 极限 过 程 的 交换 问题 . 
定理 6( 单 调 收敛 定理 ) HACR, A Ru E. (fe) E A 
上 产 可 测 丽 数 序列 ， 满 足 


0 < filz) <- < filt) £- , V z€ A, 


则 有 
sm f Aaa = f (im fada 
定理 7(Fatou) 设 À C R", ARTENA, {f} 是 4 Edge 
负 可 测 函 数 序列 ， 则 
f. Jim fa(a)du < lim f fx(z)dn. 


定理 8(Lebesgue 控制 妆 伍 定理 ) H (fs) 是 可 测 集 4 上 的 
THAF, CE 4 上 逐 点 收敛 到 一 个 极限 函数 .如果 存在 A 
上 的 u ARAK g, 848 


| 六 (zj < glz}, V ze A, k= 1,2, 5 
那么 
Jim, Í yan = Aid 


定义 11 MHIMRDSSY F: R° RHEA: 
G) F EHAN: 如果 a= (a1, ,an) < (br, bn) = b (BB 
1 < bi, a <b>, On < bn), BI 


F(a,b) = Asar kao ` ° Ay... F (21, ~ Zn) 2 0, 
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其 中 佐 算 子 Ana 由 下 式 定义 ， 
AniaG(zi ,Tn) 
= G(z1, t TH 
一 CG(e1 mic Ga fith En) 
(ü) F 是 右 连续 的 : 如 果 zl > z2 >... > zk >... — m, M 
F(z") > F(z), 
WA, # F 2) R" 上 的 分 布 酒 数 . 


引 理 1 S cC R", BAFI (u (z)) 在 3 上 一 致 有 界 ， 即 
存在 正常 数 .M 使 得 

lus) < M, Hares, k=1,2,.. (7) 

则 对 S 中 的 任意 可 数 子 集 {2}, {wr{z)} 有 在 所 有 (j = 1,2,…) 
上 均 收 敏 的 子 序 列 . 


证 由 条 件 (2), dule) 是 有 界 数列 ， 它 有 收敛 的 子 数 列 ， 
即 序列 {ux(z)} 有 子 序列 


uP (2), uf (2), uP (2), (0 

在 z= z1 处 收敛 . 在 序列 (D 中 取 z = z2, 则 由 (7) 得 有 界 数列 
{ue (z 2)}, 它 又 有 收 合 的 子 数列 ， 即 序列 (D 有 子 序列 

CUOR UOR TAONE (mD 

在 z = 2 处 收敛 ， 因 为 (ID) 是 (D 的 子 序列 ,而 (D £ z= zl 处 


ka, i (ID Æ z = z! 处 也 收 误 ,把 > = z 代入 (ID, 又 得 有 界 
数列 u) (a3), 因而 (ID 又 有 子 序 列 


uP (a), ufa) uP Eh (HD 
CE z= rt, r= z z= 23 hiki. 这 样 继续 下 去 ， 一 般 可 以 
得 到 {we(z)} 的 子 序列 


uf (s) uP (z) ud (s), (k=1,2,-...) (k) 
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它 在 z = zl =g, e, e= x Aha. BEE Ri Aa H E 
取 {wx(z)} 的 新 的 子 序列 ( 即 在 (D PREA, E (ID 中 取 
第 二 个 函数 ， 在 (IIT) 中 取 第 三 个 函数 ，，…… ): 


u(D)(a) = uP (e), uD (e) =u (e), ut) muah (@) 


今 证 明 此 序列 在 所 有 x = x*(k = 1,2,…) CA. AAK 
数 序列 (*) 从 第 天 项 起 的 所 有 函数 组 成 的 序列 


u(x) = ul) (z), u(t1)(z) = uta), (+x) 


为 序列 (k) 的 子 序列 . 由 序列 (k) 3 z = z“ 时 收 敏 得 出 序列 (+), 
从 而 (+) 38 z = z 时 收敛 . 

定理 9 在 Ll(R") 中 有 界 的 非 负 函数 序列 必 有 能 收敛 于 某 
个 有 界 测度 的 子 序 列 ， 

证 设 {u} C LR") 满足 


up(z) > 0， ae R" 中 ， (8) 
人 uk(z)dz < C (K), k= 12,… (9) 
今 证 [us) 必 有 弱 收 敛 于 某 个 测度 的 子 序列 ， 由 定理 4 等 式 
(A) = 人 wa a0) 
定义 了 R 上 的 一 个 测度 ， 且 有 
人 sameji= 人 sd V óe (R). (D) 
测度 jw HERRON 
F(z) = F(z1,.** 28) = pk(—00, z] 


=f wld = f -f welt- sta)dti dts (12) 
一 oo 一 oo 一 oo 
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i À = (ri) A R 中 所 有 有 理 点 (坐标 均 为 有 理 教 的 点 ) 的 
集合 由 (12), (8) 及 (9) 有 


0 < F,(z) <f uk(z)de <C, 4 r€ R*% k=1,2,.... (13) 
Rn 
因此 , 由 引 理 1 知道 : 序列 (Fx(z)) BERRAR Ar (j= 1,2,.…) 


上 均 收 敏 的 子 序列 {Fa} 因而 在 Rr 的 有 理 点 集 4 = (riy 上 
定义 了 一 个 函数 


WO = lim FPO), j= 1,2,.... (14) 


由 (8) 及 (12) 知道 F(R(z) 为 单调 增 函 数 ， 再 由 (14) 知道 w 为 有 
理 点 集 4 = {ri} 上 的 单调 增 话 数 .对 任意 x c R", ñ 
Wz)= inf (r), (15) 


ri€EAri>r 


则 p(z) 在 R" 上 也 是 单调 增 函 数 ， 且 是 右 连 续 的 , BH yA R" 上 
的 分 布 函数 ， 今 证 对 函数 ó 的 任意 连续 点 z € R" 有 


Jim FH) (£) = (a). (16) 

对 任意 e > 0, HF y Erit, VEERA rir c A 使 得 

ri <z < t, hli) — yla) < 2, Wir’) — w(z)l < 2- 
Zİ ri 5 r', B (14), 存在 正 整 数 ko 使 得 

FOG) A) < 2, IEO) -l< Z; 当天 > ko 

Bit, 35 k > ko 时 有 

Yia) — e < FO (ri) < F(Ë)(e) < Fr) < p(z) + e, 
此 即 


FO (a) 一 We <e, H k > ko. 
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这 就 证 明了 (16) 对 y BP EW A By sr, MT k — oo 时 
Fa, b| = Asa Apa FO (E1, En) 
=+ Åbo U Ava (zi, En) = D(a, b) (17) 
对 的 所 有 连续 点 a, 5 成 立 ， 令 
2(a, b] = pa, b], 


则 由 文献 [10] 定理 1.4.9, p 可 唯一 地 扩张 成 R- 上 的 Lebesgue- 
Stieltjes WAE. P {F0} X (Fx) 的 子 序列 ， 由 (12) 可 设 {u} 
为 {wr} 的 子 序列 ， 使 得 


FO (5) = pH {—o0, z] =f u (p) dt. 
由 (10) 知 FO 对 应 的 测度 At 为 
(A= Í u) 
aA) f: (z)dz, 
HH (1) 有 
f SPd f (at, vger). (18) 
Rn R” 
由 (17), 根据 文献 10] 注 4.5.2 及 定理 4.5.1 得 出 
(k) o b 
sa > f odu vie LO(R")f)C(R"). (19) 
H (18) 及 (19) 有 
(k) Oo Li Tl 
Í = dr Í ax, Vé € L”(R”)[]C(R"). (20) 


这 就 证 明了 {u} 有 子 序列 {u}, {wut} BATRE p. 在 (20) 
中 取 乡 三 1 得 出 
f udr >f du = p{ R"). 
Rn R" 
H + w 满足 条 件 (9), 故 由 上 式 得 出 R") < C, 即 测度 疡 是 有 


RW. 
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附录 2 C(O) 及 LQ) 中 列 紧 性 定理 的 证 阴 


W Q E Rs 中 的 有 界 区域 ， 本 附录 给 出 CO 中 列 紧 性 定理 
2.1.1 及 P(O) 中 列 紧 性 定理 2.1.2 的 证 明 . 
定理 2.1.1 的 证 明 设 {wr(z)} 为 S$ 的 任 一 子 序列 ， 由 条 件 
(i), 对 常数 天 >0 有 
|wktzj| < K, 34 z € Q, k=1,2,.…. (1) 


以 4 = (r;) 宕 示 介 中 所 有 有 理 点 (坐标 为 有 理 数 的 点 ) 的 集合 ， 
它 是 可 数 的 ， 根据 附录 1 引 理 1, 序列 {ux(z)} 有 在 所 有 有 理 点 
7j(j = 1,2,…) 上 均 收 人 敏 的 子 序列 u). 由 条 件 (ü), 对 任意 
€ > 0, 存在 6 = ó(e) > 0 使 得 对 所 有 上 =1,2,… 有 

|ju()(z) -uye Kryen, e-us (2) 
因为 有 理 点 集 4 = {r} # f: PAR, 所 以 开 球 集 {Bs(rj)|r; € A) 
覆盖 O, W Q AARAA, kN 为 开 球 集 {Brr EA 中 有 限 
个 开 球 

B= {Bs(r), "` , Bs(rm)} 

所 覆盖 ， 因 为 uhr) # z = r;(j = 1,2,… ,m) atka, WEE 
正 整 数 N, 使 得 对 了 = 1,2,:… ,m 均 有 


luir) — wd (ri)| <, 当 kl>N. (3) 
对 任意 T ER, 由 于 BW: Q, 存在 Tj EA 使 得 r€ B, (z;), 即 
|z — r;! < ó. (4) 


TE k,1> N 时 ， 由 (0), (2), (3) 有 
lu (e) -vol 
< ju) (z) — wr) + fu (rz) — Ora) + uD (ry) — Pa) 


<+ +e. 
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因此 {u (z) 在 Q 上 一 致 收敛 ， 从 而 序列 {us(z)} 有 子 序列 
{u (z)) 在 C) 中 收敛 ， 证 完 . 

为 了 证 明 LN) 中 的 列 紧 性 定理 2.1.2, 需要 引进 下 列 定 义 . 

定义 设 4 和 与 妃 都 是 度量 空间 X 的 子 集 ， > 0. 如 果 对 任 
一 点 zE4 都 可 找 出 一 点 8 EB, EH ple, y) < e, WE B A AH 
e 网 . 

定理 1(Hausdorff) 设 基 是 完备 的 度量 空间 ， A 是 于 的 子 
E. 4 是 和 的 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 :对 任意 正 数 < 都 有 4 的 有 
R e 网 存在 . 

证 先 证 明 条 件 是 充分 的 . 设 对 任意 正教 e 都 有 A 的 有 限 < 
网 存在 ， 从 而 对 每 一 个 e, = = 存在 ARBAR en 网 


M, = P, s, e ago} 
使 得 ' 
AC (Baa), n=1,2,... 


i=l 
RTEA R-TERFS WHT CAC Ú Be), E BP), 
…, B) 中 至 少 有 一 个 球 含有 了 HENTE. 设 的 无 穷 子 
# Ti C B,(z), B z € (zÉ)... zD). 由 于 


ka 
TcTcAc| BGP), 


i=l 
同 理 ， 存 在 无 穷 子 集 Ts C T, 使 得 
T, C B, (22), zə € {20,. 209). 
照 此 类 推 ， 得 到 T 的 无 穷 个 无 穷 子 集 
TORR TA TI 
HFE zn e (f)... 29) 使 得 


T, C Bi(z,), n= 1,2,--: , 
. 3⁄2 . 


因而 T, 中 任意 两 点 的 距离 小 于 Z. 依次 取 
ti €T, to € TaMtih s tn € TM, 1 
得 到 序列 {ta} CT. WESRIESME k EnH 
h ET, ta+k € Intk C Th- 


由 此 得 出 \ 
plinstntk) < 2 —+0 “n>, 


即 {in} R X 中 的 Cauchy 序列 ， AA X 为 完备 的 度量 空间 ， 于 
是 {tn} 在 夸 中 收敛 ,这 就 证 明了 4 的 任意 无 穷 子 集 工 都 有 收敛 
的 子 序 列 {ta}, 所 以 A 是 X 的 列 紧 集 . 

再 证 明 条 件 是 必要 的 . 用 反 证 法 .假设 对 某 个 eo > 0 使 得 4 
RAAR eo W. ER zl € A, 必 存 在 zz € À 使 Plzlzaj 2 eo. 否 
出 {21} RE A WAR eo 网 . 同时 , 又 必 存 在 zs € AIE plz zs) > 
eni = 1,2, 否则 {21,22} 就 是 4 的 有 限 eo 网 . 这 样 继续 下 去 , 对 所 
有 下 整数 n= 2,3,-…, 必 存 在 £n € À f# p(z; In) > so, V m < n. 
A 的 这 个 子 序列 {zn} m ARIS H W AKA PF2). 因此 A E X Bj 
列 紧 集 . 

推论 W A 是 完备 度量 空间 义 的 子 集 . 若 对 任意 es> 0 都 有 
A 的 列 紧 e 网 存在 ， 则 4 是 X 的 列 紧 集 . 

证 对 任意 e> 0, 设 M 是 4 的 一 个 列 紧 3 网， 由 定理 1 知 
道 M 有 有 限 三 网 C 存在 . 今 证 C 是 4 的 有 限 e 网 ， 对 任 一 点 
z€ A, VA y € M 存在， 使 得 


plz) < $. 
对 ye M, XA z€ C 存在 ， 使 得 


€ 
p(y, 2) < 2` 
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因而 对 任 一 点 ze 4, 在 C 中 存在 点 z 使 得 
€ 


€ 
p(z,z) S p(z,y) + eu:z) < ç + š 


= €, 


即 C 是 4 的 有 限 e 网 . 
定理 2(Kolmogorov) É O £ Rr 中 的 有 界 区 域 ,， 1 < p < oo. 
如 果 S c LP(Q) 满足 下 列 条 件 ， 那 么 ，5 是 LIP?(Q) 中 的 列 紧 集 ; 
(i) 8 有 界 ， 即 存在 常数 K > 0 使 得 


llul, < K, V ue s, (5) 


(ü) 5 中 的 函数 u BUO3F3430908836 188 u, 即 对 任意 正 数 
e > 0, 存在 ho = hole) > 0, ho 与 u 无 关 ， 和 使 得 


liua — ullp <8, 23 u € S, 0 < h < ho, (6) 


其 中 wh H (5.2.2) EX, RE N SHH u= 0. 
证 EERE h > 0, H (5.2.2), B u 的 平均 函数 为 


ulz) = Í pale- ug). 四 


先 证 明 由 下 式 定义 的 集合 是 C(Q) 中 的 列 紧 集 : 
Sn = {urlu € S} c C(G). (8) 
由 (7), (5) 及 (5.2.1) 有 
lun Ca) < lionlly lullp < ChK, Hues, señ, 


其 中 Ch 是 只 与 hh 有关 的 常数 , 因此 ， S, 是 一 致 有 界 的 . 由 ph € 
C8(R") 知 ps 在 R" 中 是 一 致 连续 的 ， 对 任意 e > 0, 存在 4 = 


5(e) > 0 使 得 
lonte) = pr < SIT 3 |z — z| < š. (9) 
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由 (7), (9), (5.1.8), (5) 知道 : 当 |z -z| < ó 时 有 
lu (z) 一 ua (z)| < 人 lox(z 一 切 一 pkfz — y} |u(y)|dy 


< 人 元 区 < Sil llul, = e 
w aT 3 


Vues 


即 S, 是 等 度 连续 的 .由 定理 2.1.1 知 Sr EC 中 是 列 紧 的 . 
因此 ， 由 Q 是 有 界 区 域 易 知 Sr 在 LO 中 也 是 列 紧 的 ， 由 条 件 
(ii), 任 取 e > 0, 存在 ho = hole) > 0 使 得 


ur- u||, <e 2384 w € S, 0 < h < ho, 


即 S, 为 S 的 列 紧 e 网 ， 由 定理 1 的 推论 知道 S 是 列 紧 的 ， 

定理 2.1.2 的 证 明 只 需 证 明 由 (8) 定义 的 S, 满足 定理 2 的 
条 件 (ü). 由 本 定理 的 条 件 (ü), 对 任意 e > 0, 存在 ho = hole) > 0 
使 得 


llu(z +A) — u(z)|| s <e 3 [A] < ho, u € S. (10) 


由 (7), 利用 Holder 不 等 式 后 ， 再 经 变数 代 换 y=r+z 得 出 


lene) = ula) =| f ents Du) ~ utoe 


< (/. plz 一 Wey) (f. palz — y)luly) 一 (ay). 


= (f. pn(z — y)luly) 一 TO 


= (f. ph (zy|u(z + z) — aiPaz】 | 
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HERA (10) 得 出 
三 mm 四 -wjPdz 
R” 
< 上 人 I f ` Ph (2)lu(z + z) ~ u(z)|Pdzdz 
= 人 pa [z)dz 人 julg + z) — u(z)|Pdz 
< e 人 ph (z)dz 


= e 


; 34 JA| < ho, u € S. 


由 此 得 出 
|ua — ullp < €, 当 u E S, |A| < ho, 


BEA 2 的 条 件 (ü) 成 立 ， 故 由 定理 2 得 证 . 
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附录 3 55186 5 S8 3 FE 


定义 1 i& E RE Banach 空间 ， 序 列 (zk) C E,z € E. 如 果 
对 于 的 对 偶 空 间 F 有 


f(z) > f(e) (H k — co), V f € E', 
则 称 z; Æ E RRRA F z, 记 为 
zx — z, Æ E th. (1) 
引 理 1 Banach 空间 中 的 弱 收 但 序列 (z.) EARE, Bp 


sup ||wsll < o. (2) 


证 明 参 阅 文献 [17] 第 五 章 $1 定理 1. 
定理 1(Hahn-Banach 延 拓 定理 ) ik M 是 Banach 空间 XX 的 
子 空间 ， 如 果 m c M', 则 存在 r e X' 使 得 


(z',m) = im, m), Vme M, llz'||x: = Imila- 


证 明 参 阅 文 献 [17 第 四 章 $5 定理 1. 
W X Æ Banach 空间 ， 对 任意 > € X, 等 式 


(z"”,z) = (#,z) = z'(z), V ze X' (3) 
EAT X FBJ—4-£PERZ A z”. 由 于 
Ka”, x)| < elx, (4) 
因而 r” 是 X FREE PER 8, BD z” = (X'V. 记 


(XY =X", Xo = Iz” |z” h(E, z€ X), 
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则 Xo c X”, Rf 
J: z — z! = Je 
Æ X — Xo 的 等 距 同 构 ， 因 为 由 (4) A 
Ilz”'||x= < ||z||x, (5) 


而 对 任何 =E X, z #0, Æ X 的 一 维 子 空间 M = (X|) € R) 上 
由 下 式 定义 的 线性 有 界 泛 函 m eM, 有 


llm'|| = 1 
(m, As) = Mlzllx, À € R. 
由 Hahn-Banach 延 拓 定理 ， 存 在 z' € X' 使 得 


(z', AT) = (m, àx) = À||z|[x, X€ R, 


lelle = llm'|ar = 1, 
从 而 由 (3) 得 
lizllx = (za) = (2,2) < [e"l lle le = lle” (8) 
H (5) 及 (6) 得 
alix = fle” = llzlix. 


从 而 J 了 是 到 X, 6 — 4 SEIS, TA X = Xo, 即 可 以 把 
X g X” 的 子 空间 ， 无 C X. 

定义 2 X" = (XU 称 为 天 的 二 次 对 偶 空 间 ， 如 果 Xo = 
X”(BI aT 3128 X = X”), 则 称 E 为 自 反 空间 (或 正则 空间 )， 

引 理 2 空间 ZP(Q) 是 自 反 空间 的 充 要 条 件 是 1 < p < co. 


证 明 参 阅 文献 [9] 定理 2.35. 
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引进 3 i M 是 Banach 空间 名 ñ Bl asal. ME zo € 
E\M, WEE x € E' 使 得 


izl = 1, (z', zo) = dist(zo, M), 
(e m)=0, Vm e M. 
证 ië d = dist(zo, M), 5 = span(zo, M} 为 由 形 如 
s= Àmo +m (À € R, m € M) (7) 


的 所 有 元 素 组 成 的 (E 的 ) 子 空 间 . 由 于 S 中 的 元 素 表 法 (7) E 
一 的 ， 由 等 式 
(8 s} = (s', Azo + m} = àd (8) 


定义 了 一 个 S$ 上 的 线性 泛 函 s. 因为 M 是 E 的 线性 子 空间 ， 当 
和 天 0, me M 时 有 -7 EM. 因此 ， 对 元 素 (7) 当 入 关 0 时 有 


t = = 1 一 
l(s',8)| = Afd = AI inf |lzo — vll 


< eo - (-Z)|| = so + mli = Ist. 
而 当 和 = 0 时 ， 对 元 素 (7) 有 
(ss) = [Ald =0 < llall. 
这 就 证 明了 s 是 S 上 的 线性 有 界 算 子 ， 即 a'€ S', B 
I| < 1. (9) 


因为 M 为 闭 子 空间 ， 故 对 d = dist(zo, M) 存在 元 素 mo E M 使 
得 d = ||zo 一 molj, 从 而 对 S 中 的 元 素 so = zo — mo, H (8) 得 出 

{5", 30) = (azo — mo) = d = ||zo — moll = llsol!: (10) 
H (9) 与 (10) 得 出 ||s'|| = 1. 再 利用 Hahn-Banach 延 拓 定理 ， 存 
在 r'e E' 使 得 


{2',8) = (3,8), v ses, Edi = Jall =1. 
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由 此 ， 根 据 (8) 得 出 
(z, £o) = (8", £o} = d = dist(zo, M), 
(m) = s,m} =0, V m € M. 


引 理 4 自 反 Banach 空间 的 闭 子 空间 也 是 自 友 的 . 
证 W M 是 Banach #0 E WATER. 对 每 一 个 zx € P, 
Fry 为 于 在 对 上 的 限制 ， 即 


(ze m) = (zm, V m € M. (11) 
由 上 式 得 出 
Kran m) = (zm) £ lel mH, Vm € M. 


因此 有 
llzuall < hl. 
任 取 mú < M”, 由 等 式 
(zz) = (mOsmM), V z € E (12) 
定义 了 E 上 的 一 个 线性 证 函 ， 由 于 


Keos’) = Imot itear] < llmçli liz, 


因此 z 是 E' 上 的 线性 有 界 泛 函 ， 即 z6 € E". RERE, EA 
自 反 空 间 ， 所 以 存在 zo E E 使 得 


(ziz) = (z',zo), Yser. (13) 
今 证 zo € M. 否则 ， 如果 zo € ENM, 由 引 理 3, 存在 z' € E' 使 得 
(z! , mo) = dist(zo, M) > 0, (14) 


(#,m)=0, Vm eM. (15) 


H (15) 知 x 和 = 0. 从 而 由 (13) 及 (12) 得 出 


(z! , za) = (za, z) = (mü; Th = (mo, 0) = 0. 


此 式 与 (14) FA. 这 就 证 明了 : 对 每 一 my € M”, E zo € M 使 
得 (13) 对 任意 z' € E' 均 成 立 . 对 任意 m' € M', 由 Hahn-Banach 
延 拓 定理 ， 存 在 x € E' 使 得 m = ry 满足 (11)， 因 此 ， 由 
(11)~(13), HEE m € M 有 
(mom) = (Mo: Tm) = (20:2) 
= {2', 20) = (26) zo) = (m, zo). 

这 样 一 来 ， 驶 射 了 : zo —+ mü 是 M — M” 的 一 一 对 应 ， 因 而 M 
是 自 反 空 间 . 

定理 2 当 1<p<o 时 ，Sobolev 空间 W2'P(Q) 是 自 反 可 
分 空间 . 

证 因为 当 1 < p< oo 时， Lp(0) 是 自 反 可 分 Banach 空 
E, Jm F 2K383442D2 M 


LË = LP(Q) x LP(Q) x + x EPO) 


在 范 数 


1 
llu||zz = (E) , u= (Un) € LE 
1 一 1 
下 也 是 自 反 可 分 Banach 空间 ， 空 间 
M = {(Diu,.… , Dnu) €e Wi?(N)} 


是 I 的 闭 子 空间 . 由 定理 2.1.3 及 引 理 4 知道 ， M 也 是 可 分 自 
反 Banach 空间 . 由 于 映射 


P: uo (Diu, Danu) 
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是 Wa (0) 到 M 的 等 距 同 构 ， 即 有 
[lular en) = |Pulles, 


因而 空间 W?) 也 是 自 反 可 分 Banach 空间 . 

定义 3 设 5 E Banach 空间 的 一 个 子 集 . 如 果 S 的 每 一 个 
无 穷 子 集 都 有 在 E 中 弱 收 合 的 子 序列 ， 则 称 集合 5 是 能 紧 的 ， 

引 理 5 j E Æ Banach ZE. 如果 E 的 对 偶 空 间 E' 是 可 
分 的 ， 则 也 是 可 分 的 . 

证 设 呈 是 可 分 的 由 定理 2.1.4, 度量 空间 


Bı = {x € Bl|llel|=1} 


也 是 可 分 的 , 设 (zk) C Bi 序列 (k) 在 B 中 秽 密 .对 每 个 
k(k = 1,.…), 由 于 z € Bi, 由 范 数 定义 有 


1= [lekl = sup (z), 
zeE,llzll=1 


因而 存在 Tk € E, 使 得 
lel =1, (she) > 3 G6) 


Bt M = span{fzl,zz… 是 由 序列 (zx) 中 所 有 元 素 生 成 的 闭 子 
空间 . SiE E= M, 从 而 E 是 可 分 的 .相反 ， 设 M Z E, 则 存在 
zo € E\M, 由 引 理 3, FE v 8 E' 使 得 


lle'i = 1, {zf zo} = dist(zo, M) > 0, (17) 
(#,m)=0, V me M. (18) 
由 (16) 与 (18) 得 出 ， 对 所 有 k(k 二 1,2,…) 有 
3 < (zkan) = (aha) — (zl wk) 


< (zk — z ,zk) < |z — rlt llzxll = lleg — z'll. 


iH (17) 有 z' € Bi 因而 上 式 与 序列 {2%.} 在 B, 中 稠密 是 矛盾 的 ， 
定理 3 自 反 可 分 Banach 空间 中 的 有 界 子 集 是 弱 紧 的 . 
证 H ERARIS Banach 空间 . h (EY = E ETAR, 
根据 引 理 5 知道 E' 也 是 可 分 的 ， 设 (zL) C E, 序列 (z) EE 
中 稠密 ， 再 设 S 是 E 的 有 界 子 集 ， 即 存在 常数 K > 0, 使 得 


lel < K, V zesS. 
于 是 对 5 的 任 一 无 穷 子 集 Sı 有 
Keis < lleil lel < Kill, YEs, 


即 数 集 {(11 2) € 51} 是 有 界 的 ， 故 存在 序列 {z} C S, 使 得 数 
到 {(z21, zk)} 收 合同 理 ， 由 数列 (5,742) 有 界 ， 又 存在 序列 
{22} C {zik} 使 得 数列 {(z2,z28)} Irak. 这样 继续 下 去 ， 可 以 得 
到 无 穷 多 个 S, 的 子 序列 

iL 212, iz ''' 


T21, T223, 223, “u 


(19) 
23, 30, TI “"' 
KOBhw: RJ 344 A Wk S 323] 
(zm 71 (ri Tizh (zi Tis), -. 
{zh t2), {z5 222), (zy, T23) aaa (20) 


{23, 231), {£3,232}, (ms, T33) s. 


在 (19) 中 每 一 个 序列 是 它 的 前 一 个 序列 的 子 序列 . 今 在 (19) 中 取 
对 角 元 素 sek, 并 记 zz = zkx( = 1,2,--:), W {zx} 是 的 子 序 
列 ， 且 对 任意 i(i = 1,2,…), 序列 


Ti, Titl, Titz ` ° 
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是 序列 


Tu, TL TT2 ts 


的 子 序列 .由 (20) 中 数列 的 收 伍 性 得 出 数列 


(thh (zU Zi), {2h22 `: 


Ekai, Bi 

Jim (zb zk) 存在 , [= 1,2,.…. (21) 
今 证 明 

dim (z, zk) 存在 ，Y xw' e E'. (22) 


设 是 任意 正 数 . 由 于 (zL) 在 E 中 稠密 ， 对 r eE, FE zre 
{z1} 使 得 
ilz; — z'l| < — 


3K` 
由 (21), 对 zi 存在 正 整 数 lo = lole) 使 得 


€ ， 
|(Ti zk) = {zi £7)| < y 当 k> lo, 了 > lo. 


TEH 
Ka’ aa) — (z',z;)| 
< l(z,zx) 一 (zl,zx)| + ehar) — (2h23) + eta) — (e522)| 
< lle" — zil erli + 3 + llet — z'll liz;li 


€ € E " 
<; K +s +y K =s, 4 k > bb, j> lo, 


BB (22) wu. 因此， 等 式 


{rg = im (Z,zh V m ER! (23) 
— 


定义 了 一 个 上 的 线性 有 算 泛 西 ， 妈 存在 z6 € E” 满足 (23). 因 
为 百 是 自 反 空间 ， 对 zü € E", 必 存 在 zo € E, 使 得 


(z0,z' = (zz0)， Ys eF. (24) 
H (23) Æ (24) 得 出 
Jim (z! za) =(m,zo), V z e€ E'. 


此 式 表 明 z, 一 zo 在 E Hi. 这 就 证 明了 有 界 集 S 的 任意 无 穷 子 
集 S, 有 弱 收 全 的 子 序列 {zr}, 即 自 反 可 分 Banach 空间 E 的 任 
意 有 界 子 集 5 是 弱 紧 的 . 证 完 . 
当 1<p<o 时， Lr(Q) 是 自 反 可 分 Banach 空间 ， 因 而 有 
推论 1 当 1<p<oco 时 ，ILP{R) 中 的 有 界 集 是 弱 紧 的 . 
结合 定理 2 及 定理 3 可 得 
推论 2 当 1<p<o B, WiO) PIERREK K. 


附录 4 仿 紧 空间 


仿 紧 性 是 拓扑 学 中 的 一 个 重要 概念 ， 在 一 般 拓扑 学 书 中 都 能 
找到 ， 

定义 1 设 夭 是 集合 不 的 一 个 子 集 族 ， 如 果 满 足 条 件 : 

(i) X € Z, ==#k @ € 7; 

(ü) # A,B € Z, W| ANB e Z; 

(ñi) # Ac Z, W Ucr A € 7. 
则 称 大 是 三 上 的 一 个 拓扑 ，( 蕊 ,万 ) 称 为 拓扑 空间 ， 也 简 记 为 X. 
> 的 每 个 集合 称 为 X 中 的 开 集 ， 

A 在 度量 空间 (和 ,p) P, X ro € X,r > 0, 集合 


B, (zo) = (zo) = (z € X|p(z, zo) < r) 


叫做 以 zo 为 心 ，r 为 半径 前 开 球 . 设 S c X, 如 果 对 每 个 zo € S, 
S 都 含有 一 个 以 zo 为 心 的 开 球 ， 则 称 S 为 天 的 开 集 ， 这 种 开 集 
的 全 体 构成 X 的 一 个 拓扑 ， 因此， 度量 空间 都 是 拓扑 空间 . 

定 久 2 设 于 是 一 个 拓扑 空间 ， 如 果 X 的 每 一 个 开 覆 盖 都 
有 加 细 的 局 部 有 限 开 覆盖 ， 妈 对 于 XX 的 任意 开阔 盖 U, FEX 的 
JN y, 具有 下 列 性 质 ， 则 称 X 具有 仿 紧 性 或 区 是 仿 紧 的， 

1° 是 2 的 加 细 ， 即 对 任意 开 集 V&V, FERRU EU 使 
# v cu. 

2° y 是 局 部 有 限 的 ， 即 对 任意 z c X, 存在 z 的 邻 域 N(z)， 
Næ) RS V 中 有 限 个 开 集 相交 . 

定理 ”度量 空间 是 仿 紧 的 . 

这 个 定理 是 Stone A. H. (Bull. Amer. Math. Soc., 54, 1948, 
960~977) 得 到 的 . 因为 本 书 用 于 研究 微分 方程 边 值 间 题 的 基本 空 
间 WEOL < p < oo) 是 可 分 的 ,因此 在 这 个 定理 的 证 明 中 不 妨 
假设 空间 是 可 分 的 . 
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证 Ü X K—+ fE “al. Jü F “ X 是 可 分 的 ” 假设. 再 设 
U R X WJ— FM 8. HU 中 每 一 个 开 集 U 换 为 覆盖 U 的 开 球 
族 
{Baiste xv) (z)|z € U}, 


则 得 出 & 的 加 细 开 球 覆 盖 
B= {Basti xo E)E EUUE u). 


如 果 “ X 是 可 分 前 ?. W Y = [ud 是 所 的 可 数 稠密 子 集 ， 记 
Ro = {r} 为 所 有 正 有 理 数组 成 的 可 数 集 . 对 每 一 zz € X, FERN 
球 B(x) € B 使 得 x € B(m). HT Y = (y) 在 关中 稠密 ， 对 满足 


r; = rs (z) < 3dist(z, X\B(a)) 
的 一 个 m € Ro, 必 存 在 y; = (z) € Y 使 得 
p(ui, z) < 全 一季 人 
从 而 有 zE B- (si) C B(z). 于 是 我 们 得 到 其 的 由 可 数 个 球 
Bo = {Br, (Vi)lr; € Rosy: € Y} = (B,,()) = {Bx} 


组 成 的 加 细 开 覆盖 ， 令 


k—1 
vi = B), Vk = Bi\ U B, _ 1 (g;) (k 三 2,3,. ..), 


j=1 


W V, c Br. 因而 Y= {Vr} 是 的 加 细 . 
HEH V= (V,) E X HRA. AR z c X, fr 


k = min{jjæ € Bi}, 
则 有 


x € Bp, z g B;, (7=1,2,...,k—1). 
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因为 
B, ._1(z;) C B,,(z;) = B;, V j,k, 


所 以 有 
r€ By, z g B,,_ y(z;) (7 = 1,2,.… ,k — 1), 

这 就 证 明了 z € V,. 

再 证 明 V = {Vi} 是 局 部 有 限 的 . 对 于 任意 z c X, 存在 
B; E Bo 使 得 
: z € B; = Br,(y). 
令 e= sdist(z, X\B;), H| k > : 时 有 

B.(z) C Bt 


TRH k max(L, j + 1) 时 有 


k—1 
B.(z) C B, _1 (ui) C B, _y(u;) C UJ Bn -io 


4 一 1 


k-1 
Vk = Be\C [J B,, -1y(u;) C BxVB,. (z). 
j=1 
Hk, 1 k> max(1,j + 1) 时 ，z 的 邻 域 Bele) 与 V, 不 相交 ， 
BD Bda) 最 多 与 HERT V, 相交 ， 
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